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RESUMO

NEVES, Bruno Carvalho, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, Julho de 2012
Uma Proposta para a Construcao de Espacos de Hilbert na Gravi-
tagcao Quantica via Lagos. Orientador: Daniel Heber Theodoro Franco. Co-
orientadores: Afranio Rodrigues Pereira e Winder Alexander de Moura Melo.

Nosso trabalho ¢ uma proposta para a construcao do espaco de Hilbert Cine-
mético da Gravitacao Quantica via Lacos, afim de recuperarmos a separabilidade por
meio de uma ferramenta utilizada na anélise de sinais. Utilizamos o formalismo de
frames no intuito de remover a redundancia das estruturas de moduli em grafos de alta

valéncia, sem recorrermos a extensao do conjunto de difeomorfismos.
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ABSTRACT

NEVES, Bruno Carvalho, M. Sc., Universidade Federal de Vicosa, July, 2012 A
Proposal for Construction of Hilbert Space in Loop Quantum Gravity.

Adviser: Daniel Heber Theodoro Franco. Co-advisers: Afranio Rodrigues Pereira
and Winder Alexander de Moura Melo.

Our work is a proposal for a construction of the Kinematic Hilbert Space of
Loop Quantum Gravity, in order to recover the separability through a tool used in
signal analysis. We use the formalism of frames in order to remove the redundancy
of the moduli structures in high valence graphs, without resorting to set extension of

diffeomorphism.
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Capitulo 1

Introducao e Motivacao

O espaco e o tempo prendem a imaginacao mais do que qualquer outro tema
cientifico. Eles compdoem o cenério da realidade, é a verdadeira fonte de inspiracao
na busca de um entendimento do carater fenomenologico da Natureza. Toda nossa
existéncia, tudo o que fazemos, pensamos e vivenciamos, ocorre em alguma regiao
do espaco durante um determinado intervalo de tempo. Entretanto, a ciéncia ainda
busca compreender o que sao, na verdade, o espaco e o tempo. Serao eles entidades
fisicas reais ou simplesmente abstracoes tteis? Se forem reais, serao elementares ou
terao componentes ainda mais fundamentais? Essas sao algumas perguntas que ainda
pairam na mente dos pesquisadores. Espaco e tempo tomaram e ainda toma lugar nas
discussoes no que tange a relevancia de uma melhor compreensao da Natureza e tem
tido transformacoes e adquirido caracteristicas distintas ao longo dos séculos.

Com o advento da Mecanica Quantica, abriu-se um novo horizonte rumo a
uma melhor compreensao dos fenémenos que governam o nosso mundo. Um novo
cenéario foi estabelecido onde o determinismo, antes considerado um axioma na fisica,
foi rompido dando lugar a um mundo onde em sua esséncia reina a probabilidade e
incerteza. Por outro lado, uma nova teoria comecou a mudar nosso entendimento do
espaco-tempo. A Relatividade Especial estabeleceu uma nova compreensao do espaco-
tempo, carregando em si um principio fundamental: a causalidade. Alguns anos mais
tarde Einstein publica sua nova teoria onde novamente muda nossa compreensao do

universo, agora no que diz respeito a “Gravitacao”. Surge, entao, a Relatividade Geral,
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onde o espago-tempo adquire dindmica e se curva na presenca de Matéria-Energia. Com
efeito, a Relatividade Geral traz uma equivaléncia entre Geometria e Matéria-Energia,
isto é, matéria-energia “diz” ao espago-tempo como se curvar e espaco-tempo “diz” a
matéria-energia como se mover.

A unificagdo entre Mecanica Quantica e Relatividade Especial deu origem ao
que conhecemos como Teoria Quantica de Campos e Particulas. O sucesso obtido
por essa teoria se traduz pela Eletrodinamica Quantica, onde temos a maior precisao
entre teoria-experimento em fisica. Acreditamos que o universo é composto por quatro
interacoes fundamentais: Eletromagnética, Fraca, Forte e Gravitacional. Todas as
interacoes fundamentais se mostraram coerentes com a Teoria Quéantica de Campos
exceto a Gravitagdo. A busca por uma teoria quantica que descreve & interacao gravi-
tacional tem desafiado por décadas a comunidade cientifica. Tentativas tém sido feitas
em busca de uma teoria da Gravitacao Quantica. Um dos modelos propostos, conhecido
como Teoria das Supercordas, pretende dar uma descricao quantica e unificada para
todas as interagoes. Entretanto, traz consigo muitas outras dificuldades, tais como,
dimensdes extras, problemas na compactificagao das dimensoes (Variedades de Calabi-
Yau), a dependéncia do plano de fundo (espago-tempo) e etc.

Alternativamente, temos a Gravitacao Quantica via Lacos que é uma proposta
para uma teoria quantica da Relatividade Geral, sem levar em conta o “velho” sonho
de uma teoria unificada. O enfoque na gravitacao de lacos é completamente diferen-
te, partimos de uma Variedade Espago-temporal M, globalmente hiperbdlica, onde
podemos executar os processos de Folheacao decompondo nosso espaco-tempo em uma
hiperficie (Cauchy) tipo-espago mais o tempo, ou seja, M = R x X. De posse do
formalismo 3 4+ 1 da Relatividade Geral, podemos construir a partir das equacoes de
Gauss-Codazzi e, de um ferramental de projecao das grandezas tensoriais fundamentais,
uma aproximacao para a acao de Einstein-Hilbert [3,37,38]. Como nosso intuito é uma
teoria quantica, o objetivo é obtermos o formalismo hamiltoniano e a seguir utilizarmos
o processo de quantizagdo canonica [48,49]. No caso da gravitacao via lagos, existe
um algoritmo para quantizagao canonica, implementado por Dirac [48], que produz a

algebra necesséaria.
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Esse trabalho, longe de ser uma revisao completa do formalismo da gravitacao
quantica, possui como eixo teméatico o problema da separabilidade do espaco de Hilbert
Cinemaético [49-51]. O problema surge basicamente quando temos grafos [49, 50| de
alta valéncia nos nds, ou seja, cada grafo possui pontos de interseccao e, o estudo
desses pontos, quando possuem alta valéncia, gera uma estrutura de moduli, no que
tange ao conjunto de difeomorfismos nao estendido que, advém da invariancia sob tais
transformacoes na Relatividade Geral. Em outras palavras, quando temos nds que
possuem valéncia de modo que os vetores tangentes as curvas que chegam ao ponto
considerado, sao em quantidade que produz um conjunto mais que completo, ou seja,
existem vetores que sao linearmente dependentes o conjunto se torna redundante.

A nossa proposta é utilizar o ferramental do estudo de anélise de sinais, a saber,
bases generalizadas ou, simplesmente frames, de modo a produzir uma filtragem dos
elementos redundantes e recuperar a separabilidade sem recorrer a extensao do con-
junto de difeomorfismos. No capitulo 2, a seguir, faremos uma revisao sobre os aspectos
introdutoérios da Geometria Riemanniana e Relatividade Geral. No capitulo 3 intro-
duzimos o formalismo ADM da Relatividade Geral, como sendo um pano de fundo
para a construcao da quantizacao candnica. No capitulo 4, apresentamos o problema
que desejamos atacar e o respectivo formalismo de frames como uma proposta para
eliminar a redundancia do espago de Hilbert Hp;ss. Um apéndice sobre os rudimentos
do célculo em variedades é apresentado como uma base, matematicamente rigorosa,
para a Relatividade Geral. Muito trabalho ainda precisa ser feito afim de obtermos

conclusoes estiveis mas, uma jornada sempre comeca com o primeiro passo.



Capitulo 2

Matematica da Relatividade Geral

2.1 Gravitacao e Geometria

Dentre todas as interacoes que conhecemos a Gravitagao assume um papel pro-
tagonista no nosso cotidiano. Os aspectos que trouxeram inspiracao aos primoérdios
das descobertas astronomicas, bem como seu funcionamento, se vinculam intimamente
a gravitagao. No contexto da Relatividade Geral, seu carater especial emerge do fato
de que o campo dinamico, que caracteriza a interacao gravitacional, ¢ o tensor métrico
responsavel por descrever a curvatura do espaco-tempo. Esse comportamento vai de
encontro a idéia, proto-newtoniana, de um campo adicional que se propaga no tecido
do espaco-tempo; essa foi a grande inspiracao de Einstein. O principio fisico que guiou
Einstein foi a universalidade da interagao gravitacional, como descrito pelo Principio
da Equivaléncia. Vejamos como esse principio nos leva a descrever a gravidade como
uma manifestacio efetivamente geométrica [3,13-15].

O Principio da Equivaléncia possui uma variedade de formas, o primeiro deles é
conhecido como Principio da Equivaléncia Fraco (PEF). O PEF diz, basicamente,
que a massa inercial e gravitacional de qualquer objeto deve ser a mesma. Existe uma
grande diferenca conceitual entre esses dois tipos de massas consideradas. A massa
inercial, utilizada nas equagoes dinamicas de Newton, diz respeito a dificuldade e/ou
resisténcia que um objeto produz no que tange a tentativa de variacao do seu estado

de movimento, por intermédio de uma forca. Com efeito, a segunda lei de Newton
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relaciona a for¢a exercida sobre um objeto e a respectiva aceleracao alcancada por este

Por outro lado, temos a lei de gravitacao universal de Newton, que poderia ser
vista como a propriedade dos corpos de atrairem uns aos outros. O campo de interacao,
o mediador da forga, é produzido pela propriedade de massa gravitacional, ou melhor,
produzido por uma “carga” gravitacional. A forca é, entao, proporcional ao gradiente

de um campo escalar ®, conhecido como potencial gravitacional:

F, = —m,V® (2.2)

Percebemos a grande diferenca conceitual e de aplicabilidade das massas gra-
vitacional m, e inercial m,;. Contudo, Galileu observou que a resposta da matéria a
gravitacao é universal, em outras palavras, a gravitagao nos mostra ser a interacao mais
“democratica” que existe, nao distingue tamanho, quantidade nem forma. Ela age da
mesma maneira com toda matéria. Todo objeto cai com a mesma taxa de variagao
da velocidade em um campo gravitacional (no caso da Terra 9,8 m/s?), independen-
demente de sua composicao. Na mecanica newtoniana isso é expresso pelo PEF, que
simplesmente nos diz

m; = my (2.3)

Uma consequéncia imediata desse tipo de comportamento é que a queda livre é

universal, independente de sua massa, donde obtemos:
a=-Vo. (2.4)

O Principio da Equivaléncia Fraco possui uma implicacao que pode ser colo-
cada da seguinte maneira: Nao hd maneiras de se distinguir os efeitos de um campo
gravitacional dos efeitos de um referencial que se move com aceleracao uniforme, sim-
plesmente observando o comportamento de particulas em queda livre. Imagine, por

exemplo, que um fisico esteja em uma espagonave em uma regiao longe o bastante de
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quaisquer influéncia gravitacional. Considere ainda que o observador nao consiga visu-
alizar onde ele se encontra. Se a espaconave estiver em repouso todos os instrumentos
de medida, bem como o proprio observador, estarao flutuando em um ambiente “sem”
gravidade. Se em um dado instante, a espaconave comeca a acelerar em uma determi-
nada dire¢ao a uma taxa de 9,8 m/s?, o observador estara “caindo” na dire¢ao oposta
a aceleracao. No momento que tocar o solo da espagonave, nao tem como distinguir
se ele estd em repouso, na superficie da Terra, ou se estd de maneira coorporativa com

uma nave que acelera em uma regiao pequena do espaco sem influéncia gravitacional.

Figura 2.1: Esboco da acao do principio da equivaléncia.

Podemos perceber que o principio da equivaléncia fraco nao diz respeito as
demais interacoes existentes como, por exemplo, a Eletrodinamica. As descobertas
e pesquisas no ramo da eletricidade e magnetismo foram de certa forma espetacu-
lares no ambito da capacidade do homem em criar e avaliar modelos que descrevem o
comportamento do cosmo. Faraday, Maxwell, entre outros, observaram o comparta-
mento singular do que chamamos de Eletromagnetismo. Entretanto, a relatividade do
movimento galileana, que se mostrava compativel com toda Mecanica Classica, estava
sendo uma “pedra” no caminho da Teoria Eletromagnética. As equagoes de Maxwell
se mostravam incoerentes as transformacoes de referencial feitas pela transformada de
Galileu.

As observagoes experimentais corroboravam com a teoria eletromagnética, porém,
coube a Einstein abrir mao do dogmatismo newtoniano, presente na comunidade cien-
tifica da época, e propor algo revolucionario sobre o nosso entendimento de espaco

e tempo. A partir dos trabalhos de Lorentz, sobre transformacoes lineares de co-
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ordenadas, Einstein percebeu que estas levavam a uma covariancia perfeita para o
Eletromagnetismo. Contudo, deveriamos abrir mao da compreensao de espaco e tempo
absolutos e olharmos para uma grande fusao entre espago e tempo (como enfatizado
por Minkowski) formando a malha ou o tecido do espago-tempo, onde todos os eventos
tomam lugar. Com o advento da Relatividade Especial, o conceito de massa perdeu
sua unicidade, passando a se mostrar como uma manifestacao de energia e momen-
tum. Einstein mostrou que matéria e energia eram, na verdade, duas faces de uma
mesma moeda e, para um referencial em repouso, elas se relacionam pelo quadrado
da velocidade da luz (E = m ¢?). Pareceu natural para Einstein, entao, generalizar o
PEF para o principio que ficou conhecido como Principio da Equivaléncia de Ein-
stein: Em regioes pequenas o suficiente do espaco-tempo, as leis da fisica se reduzem
as da relatividade especial; € impossivel detectar a existéncia de campo gravitacional
através de experimentos locais. No contexto da relatividade especial e, levando-se em
conta a equivaléncia entre aceleracao e campo gravitacional, automaticamente Ein-
stein percebeu que um feixe luminoso atravessando digamos, a espagonave do exemplo
citado acima, para o observador que se move aceleradamente, a luz pareceria se mover
em uma trajetoria curva. Com efeito, para que pudessemos generalizar a relativi-
dade especial, a fim de acoplarmos a gravitacao, o papel da geometria se mostrou
evidente. O espaco-tempo nao mais seria o palco aonde os eventos acontecem e sim
uma manifestacao dindmica na presenca de matéria-energia. O papel da curvatura
desse espaco seria uma medida do que conhecemos como “for¢a gravitacional”. Em
outras palavras, o espago-tempo curva-se na presenca de matéria-energia e essa geome-
tria curva caracteriza a gravitacao de Einstein. Agora, o campo gravitacional passa
a ser determinado pelo comportamento da métrica e para isso devemos recorrer a um
instrumental matemético conhecido como wvariedades diferencidvers. Para detalhes

acerca de variedades e o calculo em variedades vide apéndice.
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2.2 Geometria Riemanniana e Relatividade Geral

A Relatividade Geral é considerada, ao lado da Mecanica Quantica, uma das
teorias fisicas mais bem estabelecidas, descrevendo o que conhecemos como gravitacao.
Essas duas teorias descrevem ambientes, a priori, desconectados: o Macrocosmo e o
Microcosmo,( das galaxias aos quarks), tragando e organizando o comportamento da
matéria-energia que conhecemos. A Relatividade Geral ou, as vezes, chamada de Geo-
metrodinamica é fundamentada sobre a geometria diferencial, isto é, célculo tensorial
em espacos curvos. Naturalmente, para formularmos leis fisicas, precisamos de equacoes
diferenciais para esses tipos de vetores e tensores sobre a variedade espaco-temporal.
Por sua vez, essas equacoes envolvem derivadas desses vetores e campos tensoriais em
varias direcoes e necessitamos, entao, de uma derivada direcional agindo sobre tensores
arbitrérios.

Primeiramente, poderiamos imaginar, que a derivada de Lie L, (vide apéndice)
poderia ser usada com esse fim. Entretanto, vemos que, na realidade, ela nao age
como uma verdadeira derivada direcional pelo fato de depender do comportamento,
na vizinhanca imediata ao ponto, digamos, p € M, do campo vetorial e nao apenas
da sua valoracao pontual. A definicao da derivada que ird4 cumprir as exigéncias re-
quer informacoes sobre como conectar espacos tangentes situados em pontos distintos,
T,M e TyM. Se pudermos definir tal conexao [3,13,15,16,21] poderemos subtrair
tensores em diferentes pontos da variedade. Para isso iremos definir uma outra estru-
tura em nossa variedade, afim de fazermos produto interno entre vetores e que guiaré
o comportamento dinamico da gravitacao: tensor métrico. De posse dessas duas es-
truturas, conseguiremos obter as equacoes de Einstein que governam a dinamica do

campo gravitacional.

2.2.1 Tensor Métrico

Na geometria euclidiana elementar, o produto interno ou, produto escalar, entre
doi vetores u e v é definido pela operagao u - v = > u;v;, onde u; e v; sdo as

componentes dos vetores em R™. Em uma variedade, o produto interno é definido,
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pontualmente, em cada espago tangente 7T,M. Estaremos trabalhando no ambito da
geometria Riemanniana e semi-Riemanniana (Lorentziana) [4, 20, 21|, donde segue a

seguinte

Definicao 2.2.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana g
sobre M é um tensor do tipo (0,2) sobre M satisfazendo os sequintes axiomas em cada

ponto p € M:

(i) gp (u,v) = gp (v, u),

(ii) g, > 0, onde a igualdade € vdlida se e, so se, u = 0.

Lembremos que sempre que usarmos vetores em variedades, estamos nos referindo ao
espago tangente ao ponto observado. Assim, u e v € T,M e g, ¢ a métrica valorada
no ponto p € M. De modo geral, o tensor métrico deve seguir as exigéncias usuais do
produto interno.

Um tensor g do tipo (0,2) é chamado uma métrica semi-Riemanniana se satisfaz
(i) e (i7') se gy (u,v) = 0V u € T,M, entdo v = 0. Na defini¢do de produto interno
entre o espaco tangente e seu dual(vide apéndice), onde V' € T,M e seu dual w € oM
definiam a aplicagao (, ) : TyM x T,M — R. Entretanto, com a existéncia de uma
meétrica, podemos definir o produto interno entre dois vetores distintos no 1), M, através
de g,(u,v), onde g, : T,M x T,M — R. Na verdade, Riez mostrou [12,23,24] que ha
um zsomorfismo entre T, M e Ty M mediado pela presenga da métrica.

Considere uma carta (U, p) em M e {z/} o sistema local de coordenadas asso-
ciado. Como g € T(M), podemos expandi-lo em termos do produto tensorial entre

as bases do espaco dual dz* ® dz¥ como
9p = G (p)dat @ dz”. (2.5)

Naturalmente, vemos que as componentes do tensor métrico g,,(p) podem ser obtidas

a0 agirmos com o tensor nos vetores da base coordenada.

g,u,(p) = gp(em ey) = Gup (p € M).
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Figura 2.2: Isomorfismo entre o espaco tangente e seu dual mediado pela métrica g,.

Pode-se mostrar |3, 16] que assocido ao tensor métrico usual g,,, existe sua inversa,
denotado por ¢g"”, de modo que, g, g"* = 0,;. Assim, o isomorfismo entre T,M e Ty M
pode ser expresso como

Wy = g, u'=g"w,. (2.6)

Através das equacoes relacionadas & métrica, vemos que podemos relacioné-las
a ideia usual de distancia quadrética: tome um deslocamento infinitesimal dz*e, €

T,M entao o tensor métrico atua sobre este da seguinte forma:
ds* = g| date,,dz"e, | = da"dz"g(e,, e, )
= gw,dx”dxy

Podemos também pensar no tensor métrico como uma representacao matricial, de
modo que, a matriz (¢g"’) é uma matriz simétrica, onde seus autovalores sao todos

reais. Se g é uma métrica Riemanniana, todos os seus autovalores sao estritamente

10
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positivos, ao passo que, se g for semi-Riemanniana, alguns de seus autovalores podem
ser negativos. Se temos i elementos positivos e j elementos negativos, o par (i,j) é
chamado de assinatura da métrica. Se, por exemplo, j = 1, a métrica é dita ter uma
assinatura Lorentziana. Se (M, g) é Lorentziana, os elementos de T,M sao divididos

em trés classes distintas 2.3:
(i) g(u,u) > 0 — u é do tipo-espago,
(i) g(u,u) = 0 — wu é do tipo-luz,

(iii) g(u,u) < 0 — u é do tipo-tempo.

Figura 2.3: Cone de Luz e as denominagoes especificas dos vetores nas referidas incli-
nagoes.

2.2.2 Transporte Paralelo, Conexao e Derivacao Covariante

Um campo vetorial X pode ser visto como a derivada direcional agindo sobre

fungoes f € F(M) (vide apéndice) de modo que X : f — X o f. Contudo, ainda nao

11



2.Geometria Riemmaniana

conseguimos definir derivadas direcionais agindo sobre campos tensoriais do tipo (g, 7),
que emerge das estruturas diferenciais da variedade M. Iremos definir uma estrutura
chamada conexdo, que nos informaré como tensores podem ser transportados ao longo
de uma curva. Precisamos de um mecanismo que nos permita fazer um transporte
paralelo de um tensor ao longo de um curva para realizarmos as operacoes de subtracao
de vetores em pontos distintos da variedade. Para tanto, definimos a seguir o que

chamamos de conexao afim.

Definicao 2.2.2 Uma conezdo afim V é uma aplicagao V : X(M) x X(M) — X(M)

ou, ainda, (X,Y) — VxY que satisfaz as sequintes condigoes:

V(Y + Z) = VY + VxZ (2.7)
VisvZ =VxZ+VyZ (2.8)
Vix)Y = fVxY (2.9)
Vx(fY) = (X o f)Y + [VyY (2.10)

onde f € F(M)e X,Y,Z € X(M).
Tome uma carta (U, ¢) com um sistema local de coordenadas x = ¢(p) sobre
M, e defina as funcoes F;}M denominada de coeficientes de conerao de maneira que

— A
Veuelu = Vyeu =T

vp

ex (2.11)

onde {e,} sdo as bases coordenadas de T,M. Os coeficientes de conexao nos dizem
como os vetores da base variam ponto a ponto. De posse da atuacao de V sobre os
vetores da base, podemos calcular a atuagao de V sobre quaisquer vetores. Assim, seja

V =Vte, e W = WVe, elementos do espago tangente 7,,M. Dai, temos que

VW =VEV, (Wre,) = V*# <6H[W“]ey + WY Veﬁy)
——

coef

owe
— H vryo
=V (81}” + W Fuy>ea.

12
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Por definicao, V mapeia dois vetores V e W a um novo vetor dado pela equacao

acima, cuja a-ésima componente é V*V, W<, onde

owe
VW= o ro,we (2.12)

Note que, ViyW é um vetor que independe de derivadas ao longo do vetor que gera o
fluxo, a saber V, diferentemente da derivada de Lie (vide apéndice) L,y W = [V, W].
Nesse sentido, a derivada covariante é uma generalizacao da derivada direcional de
fungoes! para tensores. Interessante notar, pela Eq.(2.12), que a derivada covariante
é composta pela derivacdo cartesiana (Euclidiana 0) mais um termo de corre¢do sobre
o vetor transportado. Assim, podemos observar que ao realizarmos um transporte
paralelo de um vetor ao longo de uma curva sobre M, o vetor, de certa forma, adquire
alguma informagao sobre a curvatura associada a variedade. Os coeficientes de conexao
seriam responsaveis por carregar essa informacao extra. Vejamos a figura 2.2.4 como
uma ilustracao. Vemos que para fazer essa derivacao covariante, precisamos fazer um
transporte do nosso vetor e, assim como em espagos Euclidianos, devemos definir o que
chamamos de transporte paralelo em M.

Considere uma curva na variedade M, podemos definir o transporte paralelo de
um vetor ao longo desta. Seja ¢ : (—A,A) — M uma curva em M. Tome uma carta
(U, ¢) cujas coordenadas sdo x = ¢(p). Seja X uma campo vetorial definido ao longo
de ¢(t),

Xlewy = X (c(t))eulew

Se X satisfaz a condigao

VX =0 Vte (=N (2.13)

X & dito ter sofrido um transporte paralelo ao longo de ¢(t), onde V = d/dt =

(dxt(c(t))/dt)eylew) € o vetor tangente a curva. A condigdo acima pode ser escrita

!Devemos observar que a derivada covariante de uma funcio escalar, digamos f, nada mais é que
a propria derivagao cartesiana 0 na diregdo do vetor tangente considerado.

13
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Figura 2.4: Transporte de um vetor, por uma conexao, ao longo de um curva em M e,

a absorcao de informacao sobre a curvatura da variedade.

em termos de um sistema local de coordenadas da seguinte forma

1% dxu 12
de”/dteu(X ey) = EVM(X GV)
n
— di (v'uXV ey + Xy vuey>
dt \ ~— ——
dat v vpa
=— <8#X e, + X Fwea)
dx dz*

=0, X" —e, + 1, —X", a=v.

dt mdt

dXV dx*
_ v Y xe e =
( a g )e” (D e

~~

donde, obtemos a seguinte equagao em componentes:

dX" da*
I =X =0
@ e

14
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Agora, considere que desejamos trasportar, paralelamente, o préprio vetor tangente V/,

nesse caso , teremos Vy V' = 0 de maneira que:

dz¥ dz¥ dz*
®/dte dx” /dt v) — —, Jtv . v | Y3, —
de /dtu( i / e ) VM( dt )6 + dt Vue ) dt 0

dz? 5 dx” dzt
= aﬂgey + F“V dt 6>\> %
B d 0x" e dz¥ dx#
7 T AT

=~

o

d dx” dz#
:(—eu+1”\ xe,\>i = A

wdt
RE dx” dz#
= rm —
(dt2 Ty dt)eA 0

A curva c(t) sera chamada de geodésica. As geodésicas sao, de certa maneira, as curvas

mais “retas” possiveis em uma variedade Riemanniana. Sua equacdo em componentes

é da forma
R \ dz¥ dxt
+ R
dt? o dt dt

= 0. (2.15)

Na mecanica Newtoniana, a trajetoria de particulas livres é dada pela menor
curva possivel, que na verdade, é uma reta. Einstein percebeu que essa propriedade
deveria também ser satisfeita na Relatividade Geral, desde que gravidade seja entendida
como parte da geometria do espaco-tempo. De fato, podemos interpretar a equacgao
da geodésica como sendo uma generalizacao da segunda lei de Newton, onde o termo
geométrico seria responsavél pela acao universal da gravitacao. Dai, segue que uma
particula em queda livre deverd seguir trajetorias ditadas pela geodésica associada, ou

seja, a menor curva possivel conectando dois pontos do espaco-tempo.
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2.2.3 Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Como V x possui o significado de uma derivada, é natural definirmos a derivada

covariante de f € F(M) como sendo a derivada cartesiana (euclidiana) usual, ou seja,
Vxf=Xof=X"0,f.
O ultimo axioma sobre a conexao afim nos mostra a regra de Leibnitz,
Vx(fY)=(Vxf)Y + fVxY.
Devemos inserir essa validade quando tratamos com produtos tensoriais,
Vx(Th @Ty) = (V) @ Ty +T1 @ (V). (2.16)

A Eq.(2.16) deve ser também verdadeira mesmo quando temos contragdo de alguns
indices de um tensor arbitrario. A partir disso, podemos calcular a acao da derivada
covariante de uma 1 — forma w € T;M. Lembremos que a agao de uma 1 — forma
sobre veores do espaco tangente nos leva a um escalar, isto é, (w,Y) € F(M) para Y

€ X(M), contudo, temos
Xo(woY)=Vx(woY)=VxwoY +woVxY.
Escrevendo ambos os lados da equagao acima em termos de componentes, temos
(Vxw), = X"Ouw, — X'T, wh. (2.17)

Particurlamente, se X = ¢,, obtemos

(Vxw), = 0w, — FfwwA. (2.18)
Para w = dz”, temos que
Vda” = =T da. (2.19)

16
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A generalizacao para um tensor de rank arbitrario segue em analogia. Agora, vejamos
como a derivada covariante atua sobre o tensor métrico, isto é, queremos calcular as
componentes (V,g)qg. Para isso, devemos recorrer a definicdo de métrica g = g, dz*

® dx*.

Ve (gapdz® @ dzP) = (V,gu5)dz® @ da’ + gos(V,dz®) @ dz’ + g.pdz® @ (V,dz?).
(Gapdz® @ dz”) = (V,gap)dz® @ dz” + gap(V,dz®) @ dz” + gapds® @ (V,dz")

= 0y 9apda® ® da® + gop(—TS,da") @ da® + gapda® @ (~T0 dat).

= 0, gapdr® @ dz’ —T¥ g, 5dx™ @ da’ — [ 5gaudr® @ de’. (n=aep=

Assim, aplicando V,g em uma base de vetores coordenados {e,} e, utilizando-se das

propriedades de produto interno, obtemos:
(Vo9)as = Ougas — Toadrs — Losgar- (2.20)

2.2.4 Conexao Métrica, Curvatura e Torcao

Ao investigarmos como uma conexao arbitraria V se relaciona a derivacao carte-
siana (euclidiana) 0, verificamos que V — 0 atua sobre vetores exibindo um compor-
tamento linear (sem envolver derivadas dos geradores de fluxo.). Em virtude desse
fato, para um dado vetor X a operacdo Vy — Jx é, na verdade, uma transformacao
linear. Equivalentemente, podemos dizer que V — 0 é um funcional linear, isto ¢, uma

transformacao-valorada, 1 — forma e poderiamos escrever:
V-0=T;, (Vx-0x)Y =T(X)Y.

O tensor I' é chamado de tensor de Christoffel da conexao V em relagdo a um
sistema local de coordenadas {z#} onde O ¢ a derivagao cartesiana. Para uma derivada
cartesiana fixa 0, vérias escolhas de I' produziriam diferentes tipos de conexao V.
Assim, o tensor de Christoffel I' parametriza todas as possiveis derivadas covariantes
V. Dai, vemos que nao h& uma maneira tnica para descrevermos como um vetor
é transportado paralelamente ao longo de uma curva e, nossa tarefa, serd escolher

uma conexao que seja fisicamente plausivel. Agora que nossa variedade estd munida

17
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com uma estrutura métrica, podemos fazer algumas restricoes de carater fisico para
as possiveis conexoes. Iremos demandar que as componentes do tensor métrico g,
sejam covariantemente constante, ou seja, se dois vetores X e Y sao transportados
paralelamente ao longo de uma curva, logo o produto interno entre eles deve permanecer
constante sob o transporte. Essa condicao é fisicamente aceitavel, visto que, é razoavel
exigirmos que as magnitudes (comprimentos) dos vetores e/ou tensores nao se alterem
ao longo de um transporte paralelo. Seja V' um vetor tangente a uma curva arbitraria,

ao longo da qual vetores sao paralelamente trasportados. Entao devemos ter

0=Vy[g(X,Y)] = V*[(Vug)(X,Y) + g(V.X,Y) + g(X,V,Y)]
=V'XY?(V,9)ap-
onde estamos levando em consideragao que V, X = V,Y = 0, isto é, estamos con-

siderando que os vetores X e Y sao “localmente constantes” na direcao do vetor V.

Como isso é verdade? para quaisquer curvas e vetores, deveremos ter:
(Vg)ap =0 (2.21)

ou ainda, recorrendo a Eq.(2.20),

0vgap — Tagrs — Lggar = 0. (2.22)

Se a condi¢ao acima (Eq.2.22 ) for satistfeita, a conexao afim V ¢é dita ser compativel
com a métrica . Consideraremos sempre conexoes compativeis com a métrica. Observe
que podemos fazer permutacoes ciclicas dos indices (v, a, §). Primeiro, consideremos

a seguinte permutacao:

2Deve ficar claro que, matematicamente, essa propriedade nao é, necessariamente, assegurada.
Estamos fazendo uma imposicao fisica sobre o comportamento dos vetores.
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Dafpy — Fgﬁgkv - Fiygw =0 (2.23)

aﬁgua - nggka - Fgag)\u =0 (224)

Combinando-se (—2.22) + (2.23) + (2.24), obtemos:
A A ) )
- augaﬁ + aag,b’ll + aﬁgua + Fyag)\ﬁ _Faﬁg)\u - FﬁygAa + + Fyﬁga)\

— 10,978 —T3a90 = 0
~——

Juntando os termos em destaque, obtemos:

— 0v9ap + 0a9py + 08Gva + ( Iy, — T, >g>\6 — (Fig + T, ) Gt
N’ N——

antisstmetrico simetrico

Fi\ﬁ - ]‘—‘AV Jra = 0
———

antissimetrico
Observe que temos dois termos antissimétricos e um termo simétrico, de maneira

1
que, podemos definir T2, = 2T e definindo F(Aaﬁ) =5 (F’a\ﬁ + F’\a>,

[va avr

]EF’\ -1

podemos reescrever a equacao acima da seguinte maneira

—8y9ap + 0agsy + O5gva + Thugrs + Togdra — 2L sy 9rw = 0 (2.25)
O tensor T2, ¢ antissimétrico em relagdo aos indices subescritos, ou seja, T, = — o,

e é chamado de tensor das torgdes. A Eq.(2.25) pode ser resolvida para Ff\ag)a onde
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obtemos:

1 1
§<_al/9a6 + aagﬁv + aﬁgua) + 9 (Tg\agkﬁ + Tlf\ﬂgka> = Ff\aﬁ)gku

1 1
— F)\ y vE __ ~ VK _ay +0 L+ 0 va) + = T>\ VK —|—T>\ VK 7
(ap) XY 29 ( Gop 9B 59va) B ( va 9289 v Irad

0%

1, 1

—_

Assim, definindo {éﬁ} = §g”’\(8ag/3y + 959 — Ougap) como sendo os simbolos de

Christoffel, temos a seguinte equagcao:
F)\ _ A 1 T A T A
af — ) af +§ B at1a 8- (226)
Finalmente, os coeficientes de conexao sao dados por

A A A
o= Tap T Tiag
—— ——

simetrico  antissimetrico
1
={d}+3(m e+ ).
O segundo termo da tltima expressao é chamado de contor¢do, denotado por C’(;\B:

1
Ay = §<T5 o Ta g+ Ty). (2.27)

Se o tensor torgao for identicamente nulo sobre nossa variedade M, a conexao métrica
V é chamada de conexao de Levi-Civita. Adiantamos que, em muitos livros-textos
introdutoérios de Relatividade Geral, usa-se sempre conexoes de Levi-Civita mas uma
generalizacdo pode sempre ser feita ao considerarmos espacos com tor¢ao e/ou con-

torgao.
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2.2.5 Curvatura e Torcao

A derivagao parcial usual de funcgoes escalares em relacao a algum sistema local

de coordenadas {x#} possui a propriedade de comutagao®,
0,0, f = 0,0, f.

Naturalmente, poderiamos nos perguntar se essa propriedade se estende a derivagao

covariante. Logo, queremos avaliar se a seguinte propriedade é assegurada
V.V.f=V,V,f. (2.28)

Estamos analisando essa propriedade de maneira particular, isto é, usando um sistema
local de coordenadas. Afim de olharmos de maneira mais geométrica (sem explicitarmos
coordenadas), iremos contrair a equagao acima com dois vetores arbitrarios X*Y" e

reescrever o resultado acima como se segue:

X*Y 'V, Vv f = X'V, (Y'V,f) = (X'V,Y")(V,f)

=Xo(Yof)—(VxY)of.
Assim, a propriedade de comutacao nos fornece
(VXY =VyX)o f=Xo(Yof)=Yo(Xof)=[X,Y]of.

Concluimos, entao, que para uma conexao arbitraria V a comutatividade nao é, neces-
sariamente, valida. Para descrevermos a extensao para derivacao covariante, em relacao

a essa propriedade, definimos o tensor torcao?,

T(X,Y)=VxY — Vy X — [X,Y] (2.29)

3Lembremos que estamos considerando sempre classes de funcdes suaves, ou seja, f € C°.
“Para uma demonstragao de que a tor¢do ¢ um campo tensorial, vide [3,13,16].
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Uma outra quantidade que também traduz, de maneira intrinsica, aspectos da geome-

tria da variedade é o Tensor de Curvatura de Riemann, definido da seguinte forma
R(X, Y7 Z) = vayz — VyVXZ — V[Xy]Z. (230)

Pode-se mostrar [3,4, 16,21, 23| que tanto o tensor de tor¢do quanto o tensor
de Riemann sdo campos tensorias do tipo (1,2) e (1,3), respectivamente. Como T’
e R sao campos tensoriais, suas operacoes sobre vetores sao obtidas uma vez que
conhecemos sua atuagao sobre os vetores de uma base coordenada. Em relagao a uma
base coordenada {e, } e uma base dual {dz"}, as componentes desses tensores sdo dadas

por

T:‘V = (dx)‘,T(e“,el,» = (da?, Ve, — Ve, — e el)
N——

0

= (da*\ TS, ec — TS ec) =T, — T},

pv

Analogamente para o tensor de Riemann, temos

R* g = (d2®, Rley, ev)es) = (da®, Vi Ves = Vi Viues = Vi o 165)
0
= (d2*, V(TS 5e¢) — Vo (TS 5e¢))
= (da®, (9,05 g)ee + TSI ee, — (9,055)ee — IS 400 ce,)

— o o 13 « 3 [e”
= Oulg = Olup + Lypllue = Tiple.

A grande motivacdo para a introducao do conceito de curvatura estd em des-
crever em detalhes o desvio da geometria de uma variedade, nas proximidades de um
ponto, daquela obtida em uma geometria planar. Uma descrigao direta e apresentando
o carater intrinsico da geometria pode ser obtido usando o conceito de transporte para-
lelo. Iremos agora demonstrar o papel geométrico do tensor de curvatura de Riemann

em um trasporte infinitesimal. Assim se transportarmos um mesmo vetor a um ponto
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da variedade por caminhos distintos, C' e C’, o resultado da diferenca é proporcional a
curvatura da variedade. Com efeito, tome um paralelogramo infinitesimal pqrs cujas
coordenadas sao {z#}, {z# + e}, {a# 4+t + 0"} e {a# + 0"}, respectivamente, com &
e 0" sendo infinitesimais. Se transportarmos um vetor Vy € T, M ao longo de C' = pgr,
obteremos um vetor Vo (r) € T.M. O vetor Vj transportado para o ponto ¢ ao longo

de C', como mostra a figura 2.5, é dado por

VE(q) = Vi = VgTh (p)e”

Figura 2.5: Transporte paralelo de um vetor V) em p ao longo de dois caminhos. A
curvatura mede a diferenca entre os dois vetores.

De maneira analoga, temos que
VE(r) = ViE(a) = VE (@I, (q)8”
onde, obtemos
V) = Vi = VL) = (Vi = VT (n)e”) ( hula) )
——

Observe que as componentes do tensor de Christoffel I'# (¢) sdo valoradas no ponto
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q. Entretanto, precisamos de informacoes dessas componentes em relacao ao ponto p,

assim, devemos fazer uma expansao em série de Taylor® em torno desse ponto, isto é,
% (q) = T4, (p) + T, (p)e* + O(2) + ...
Substituindo essa expansao, temos

VEr) = Vi = VTl e — (Ve = ViT5a(p)e” ) (Thu(p) + OTL, () )0
= Vi = VT ) = (VT ()0 + VEuTh,20") = (VeTha () Th ()0 +
Vi T () AT ()"

Vg(?") = VE)M - VE)KF;VLKEV - ‘/(-)erljnéw - ‘/ON (al/rl;n - anrga)sy(sk'

De maneira analoga, vemos que ao transportarmos o vetor V' ao longo do caminho C’,

obtemos

ak™ vf

VE(r) 2 Vi = VETU8 = VTl = Vi (05T h, + T4, Ty )",
Fazendo-se a diferenca entre esses dois vetores, temos

ak™ vf

VE(r) = VE(r) = Vi (0T, — 93Th, + T4, Tl — T2, T, )20

~ V' R" mgao‘éﬁ.

Assim, vemos que o transporte paralelo de um vetor é caminho dependente, onde essa
dependéncia é expressa através da curvatura presente na variedade. De maneira anéloga
podemos ver a presenca da tor¢ao como uma fenomenologia geométrica. Nesse caso,
podemos mostrar [3,16,21] que o tensor de tor¢ao mede o quao falho é o fechamento de
um paralelogramo infinitesimal, via um transporte paralelo como mostra a figura 2.6.

Do tensor de curvatura de Riemann, podemos construir duas quantidades im-

portantissimas através de uma contragao de indices. O tensor de Ricci, é do tipo (0, 2)

5Note que estamos considerando pontos tio proximos quanto se queira, de modo que, termos
quadréticos nas distancias nao irdo contribuir de maneira efetiva.

24



2.Geometria Riemmaniana

definido por:

Ric(X,Y) = (dz", R(e,, Y)X) (2.31)
Ric,, = Ric(e,,e,) = R* o0 (2.32)
e o escalar de curvatura R que é obtido por mais uma contracao de indices como se

segue,

R = g" Ric(e,, e,) = g" Ricy,. (2.33)

Figura 2.6: O vetor gra(sry) é o vetor ps (pq) trasportado paralelamente a ¢(s). Em
geral, ry # ry e a tor¢ao mede a diferenca rory.

2.2.6 Conexao de Levi-Civita e Equacao de Einstein

Entre as varias conexoes existentes temos uma conexao especial chamada de
conexao de Levi-Civita, onde exigimos que nossa variedade apresente tor¢ao nula. Uma
conexao V, onde o tensor torcao ¢ nulo, é chamada conexao simétrica. Em termos de

um sistema local de coordenadas, os coeficientes de conexao de uma conexao simétrica
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2.Geometria Riemmaniana

deve satisfazer

re, =re (2.34)

vy
Neste contexto, temos o seguinte

Teorema 2.2.1 Sobre uma variedade (Semi-)Riemanniana (M,g), exriste uma unica
conexao simétrica compativel com a métrica g. Fssa conexdo é chamada de Conexao
de Levi-Civita.

A demonstracdo desse teorema é bem simples e pode ser encontrada em [3,16].
Considerando V uma conexao satisfazendo o teorema acima, temos que o tensor
de curvatura de Riemann é proporcional as derivadas primeiras das componentes de

Christoffel que satisfazem a seguinte equacao

a [ 1 €9
L = { u'/} — 99 (0ugvs + Gus — DpGuv)-

onde, podemos reescrever o tensor de curvatura de Riemann como fungao da métrica

e de suas derivadas,

1 82904;1 a2gﬁu 029041/ 829;u/
Rocﬁ;w = ( >

2\0xB0zy  0x°0x”  O0xPoxH | Oxe0zP

+ gfﬂ(rg,urgu - Fgurgu)

onde, Roguw = JauR™ g0, satisfaz as seguintes simetrias,

Riagjw = —Rpapw (2.35)
Rogw) = —Rapup (2.36)
Rap)(u) = Ruvas (2.37)
Ric,, = Ric,, (2.38)

De posse desse formalismo, ji conseguimos visualizar a beleza intrinseca do compor-
tamento geométrico do calculo em variedades. Para obtermos as equacoes de Einstein

necessitamos do seguinte
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2.Geometria Riemmaniana

Teorema 2.2.2 (Teorema de Bianchi) Seja R o tensor Riemann definido em relagao

a conexao de Levi-Civita. Entao, R satisfaz as sequintes identidades:

R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y + R(YY,Z)X =0 (2.39)

(VxR)(Y, Z)V + (V4R)(X,Y)V + (VyR)(Z, X)V =0 (2.40)

Estas identidades sao chamadas de primeira e segunda Identidades de Bianchi, respec-
tivamente. Iremos demonstrar a primeira das identidades, pois a segunda segue em
analogia. Para demonstrarmos essas idendtidades, como sugere Nakahara [3], deve-
mos definir o que chamamos de simetrizador S, donde S{f(X,Y,2)} = f(X,Y,Z2)
+ f(Z,X,Y) + f(Y,Z,X). Observe que S{R(X,Y)Z} nos produz o lado esquerdo
da Eq.(2.39). Naturalmente, o simetrizador de zero é identicamente zero. Assim, a
expressao S{R(X,Y)Z} = 0 nos gera a primeira Identidade de Bianchi. Por hipotese,
estamos considerando um espago com conexao de Levi-Civita; logo, T(X,Y) = VxVY
— VyX — [X,Y] = 0. Tome a derivagio covariante da tor¢ao com respeito a um vetor

Z assim, obtemos

0=V, (VXY ~VyX - X, Y})

— V,VxY — V,VyX — (vpmz (2, ]X, Y]})

Note que, pela conexao de Levi-Civita T(X,Y) =0V X, Y € X(M). Assim, como

[X,Y] é também um vetor, podemos escrever

T([X,Y],Z) = Vixy1Z — VX, Y] +[Z,[X, Y]] = 0

- Vz[X, Y] = V[Xy]Z + [Z, [X, Y“
Dai, aplicando-se o simetrizador, temos

S{0} = S{VVxY} = S{VsVy X} - S{VixyZ} - S{[Z, [X, Y]]}

= 0= S{VZVXY —VzVy X — V[X,y]Z} — S{[Z, [X, Y]]}
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2.Geometria Riemmaniana

Observe que S{[Z,[X, Y]]} ¢ na verdade a Identidade de Jacobi [3,5, 13, 16], ou seja,
S{[Z,[X,Y]]} = 0 e, lembrando da defini¢do de tensor de curvatura, temos

Vx,Vy]Z — Vixy)Z = R(X,Y)Z
S{R(X,Y)Z} =0

—R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X=0. O

Dado um sistema local de coordenadas, podemos reescrever as Identidades de Bianchi,

CO11Oo

R“ Buv T+ R“ wp R“ vBu = 0 (2.41)
(VozR)'.i Buv + (VMR)N Bra T (VVR)’€ Bop — 0. (2-42)
—V, R" Buv T+ VHRH Bra T V.,RF Bap = 0 (243)

Contraindo os indices x e p na segunda Identidade de Bianchi, obtemos
:VQRZ'C@, + VNRM Bra — VVRiC@a =0 (244)

Se contrairmos os indices § e v, teremos

9%V aRics, + ¢°'V  R" 5,0 — 7'V, Ricge = 0 (2.45)
(VoR) — (V,Ric)k — (V,Ric)h =0 (2.46)
V(RS — 2Ric)" =0 (2.47)

Finalmente, podemos reescrever a Eq. (2.47), considerando « — v, da seguinte forma
V,.G" =0, (2.48)
onde GM é o tensor de Finstein definido por

1
G = Ric" — g"'R. (2.49)
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2.Geometria Riemmaniana

O que Einstein percebeu é que, num ambito geral, o tensor Energia-Momento, T, res-
ponsavel por caracterizar a matéria-energia do espaco-tempo é covariantemente conser-
vado. A teoria da Relatividade Geral, entao, nos mostra uma igualdade entre matéria
e geometria. Em outras palavras, nas equacoes de Einstein temos uma nova fusao
de conceitos, podemos ver o que a presenca de matéria-energia produz um carater
geométrico curvo na variedade espago-temporal e o grau dessa curvatura ¢ traduzido
como o que conhecemos por campo gravitacional. Assim, as equacgoes de Einstein

podem ser escritas como se segue:
. 1
Ric,,, — EgWR = KT,. (2.50)

onde a constante kK = —871(G e G é a constante de Newton para a gravitagao. Uma
maneira interessante de se obter essa constante é feita em [13], considerando-se uma
aproximacao de campo fraco ou, de outra maneira, em [14] através da aproximagao

linear da gravitacao.
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Capitulo 3

Formalismo 3 + 1 da Gravitacao

Desejamos trabalhar com uma tentativa de quantizacao da gravitacao Ein-
steineana. Afim de olharmos para uma gravitacdo quantica, o processo natural para
quantizacao de campo é termos uma descricao Hamiltoniana e, a partir desta, in-
troduzir o processo de quantizacao canodnica. A quantizacao candnica é proporcionada
pela Gravitagao Quantica via Lagos e, para galgarmos rumo a escala de Planck (L pjanex
= 107% cm) da Relatividade Geral, necessitamos introduzir o formalismo ADM! da
Geometrodinamica. Para tanto, devemos introduzir uma aproximacao conhecida como
formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral. Essa aproximacao é alicercada no “fati-
amento” da nossa variedade quadri-dimensional (espago-tempo) em superficies tridi-
mensionais (hiperficies).

Veremos que essas hiperficies tem de ser do tipo-espaco, de maneira que a
métrica induzida sobre as hiperficies, por uma variedade, seja Riemanniana ( assi-
natura positiva-definida). De um ponto de vista matemético, esse procedimento nos
permitird formular as equagoes de Einstein como um problema de Cauchy vinculado.
Informalmente, essa aproximacao nos permite “separar” ou, decompor, o espaco-tempo
em “espaco’ + “tempo”, de maneira que podemos avaliar a evolucao temporal da hiper-

ficie tridimensional.

!Formalismo proposto por Arnowitt, Deser e Misner (ADM) no inicio da década de 60.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

3.1 Geometria de Hiperficies

A nocao de hiperficie é base para o formalismo 3 + 1 da relatividade geral. A
priori, esse tratamento é completamente independente das equacoes de Einstein, porém,
imprescindivel para estas. Uma introducao elementar de hiperficies é apresentada
em [17,37,38|. Faremos uma apresentacdo menos elaborada, no que tange a detalhes

de geometria diferencial, mas que nos guiara ao problema de Cauchy para a gravitagao.

Definicao 3.1.1 Uma hiperficie 2 de M € a imagem de uma variedade 3-dimensional

> por uma imersio ® : X — M :
Y =3(%) (3.1)

Exigindo que a imersao ® : X — X seja um homeomorfismo, isto €, uma aplica¢ao

injetiva (um-a-um), onde tanto ® quanto ®~' sdo continuas como mostra a Fig. 3.1.

Uma imersao injetiva garante que toda hiperficie nao intersepte consigo mesma.
Por outro lado, assim como em célculo usual [3,7,8|, uma hiperficie pode ser definida,
localmente, como um conjunto de pontos nos quais um campo escalar em M, digamos
t, € constante:

Vpe M, peX<=t(p) =0. (3.2)

Estaremos assumindo que ¥ seja uma subvariedade conexa [1,2,7] de M com topolo-
gia do R3. Dai, podemos introduzir um sistema local de coordenadas em M, x# =
(t,z,y,2), tal que t gera R e (z,y,2) sao coordenadas cartesianas que geram o R3.
Y. é definida através da condicao, em coordenadas, que ¢ = 0 e uma forma explicita
da imersdao ® pode ser obtida, fazendo-se a consideragao ! = (x,y, z) como sendo as

coordenadas da variedade 3-dimensional ¥

d: Y — M

(z,y,2) — (0,27).

A imersao ® leva curvas em X em curvas na variedade M. Naturalmente, ®

leva vetores em X a vetores em M. Em outras palavras, a imersao induz uma aplicagao
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

entre os espagos tangentes T,(X) e T, M como visto no capitulo anterior.

Figura 3.1: Imersao ® de uma variedade 3-dimensional em uma 4-dimensional M,

definindo a hiperficie ¥ = ®(¥).

D,: T,(X) — T,(M)

v=1vle; +——  O,v=(0,0")

onde v! denota as componentes do vetor v em relacio aum sistema local de coordenadas

ey de T,(X). Analogamente, a imersao inversa ®* age entre os elementos dos respectivos

espacos duais T;(M) e T(¥) como dantes definido

o THM) — TS
w — Pw: T,X) — R

v = (w,d.v).
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Lembremos que o pull-back pode ser estendido, naturalmente, a formas multilineares

sobre T),(M) da seguinte forma:
V(v1,..,0n) € T,(2)",  @*T(vy, ..., v,) = T(Pyv1, ..., Puvy,).

Um caso de suma importancia, em relacao ao pull-back, é o da sua operagao
em uma forma bilinear g, ou seja, a métrica do espaco-tempo, que define uma métrica
induzida sobre X:

h=®%g (3.3)

h é conhecido como primeira forma fundamental de 3. Iremos usar uma nomenclatura
mais compacta de h, como sendo a 3-mtrica para nos referirmos a métrica induzida.

Observe que

V(u,v) € T,(X) x T,(¥), w.v=g(u,v) = h(u,v)

Considerando-se uma sistema local de coordenadas? 2! = (z,y, 2) de ¥, as componentes

da 3-métrica h sao da seguinte forma
hry = g1, (3.4)
Note que as componentes de g;; sao na verdade parte do tensor da variedade completa.

goo

(g;w)4x4 = . ( >
: grJ
3x3 4x4

Definiremos as hiperficies como sendo
e tipo-espago quando a métrica h for positiva, isto é, de assinatura (+, 4+, +);
e tipo-tempo quando a métrica h é Lorentziana, isto é, de assinatura (—, +,+);

e nula se a métrica é degenerada. isto é, possui assinatura do tipo (0,+, +).

2Iremos sempre usar letras latinas para indices que percorrem o conjunto {1, 2, 3}.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

3.1.1 Vetor Normal e Curvatura Extrinseca

Dado um campo escalar t em M de modo que a hiperficie ¥ é definida como
sendo uma superficie de nivel e ¢, o gradiente 1 — forma dt é normal a ¥, no sentido
que para todo vetor v tangente a X, (dt,v) = 0. O dual métrico a dt, ou seja, o vetor
Vt (cujas componentes sao V4t = ¢*V,t = g*(dt),) é um vetor normal a ¥ que

satisfaz as seguintes propriedades
e Vit é do tipo-tempo se e, s6 se, X é do tipo-espaco;
e Vit é do tipo-espaco se e, s6 se, X é do tipo-tempo.
e Vi é nula se e, s6 se, X é nula.

Devemos notar que o vetor Vt define uma dire¢ao normal tinica para > e que aponta
para a direcao de méaximo crescimento do campo escalar que descreve Y. Em outras
palvras, quaisquer vetores normais a >, devem ser colineares a Vt : v = ¢Vt, com ¢
€ R. Para os caso em que nossa hiperficie é nao-nula, podemos normalizar o vetor

gradiente Vt afim de torné-lo unitario, da seguinte forma
~1/2
n= (i Vi, Vt> Vi (3.5)

com o sinal + para hiperficie do tipo-tempo e — para tipo-espaco. Naturalmente, o

vetor n é unitario por construcao, de fato,

n.n=-1 seX (tipo— espaco), (3.6)
n.n=1 seX (tipo— tempo). (3.7)
Se > é do tipo-espago ou tipo-tempo, entdao, a 3-métrica h é nao degenerada.
Assim, existe uma conexao afim tnica, que é compativel com a métrica, como visto no
capitulo anterior, e, denotaremo-la por D sobre a variedade X com trosao nula. Dessa
forma, D é chamada de conexao de Levi-Civita associada a 3-métrica h que satisfaz,

de maneira analoga, a seguinte propriedade
Dh =0 (3.8)
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Da mesma forma, podemos definir o tensor de Riemann associado a essa conexao que
descreve o que chamamos de curvatura intrinseca da hiperficie (X, h). Iremos denotar
as componentes do tensor de Riemann intrinseco por ) RE ;. Observe que da mesma
forma apresentada anteriormente, ® R é uma medida da nao comutatividade entre as

derivagoes covariantes sucessivas, nesse caso D para 3 dimensoes, donde:
Yv € T(E), (D[DJ — DJD[)UK = (S)RK L]JUL. (39)

o correspondente tensor Ricci sera denotado por G Ric;; = ORE 1 e o escalar de
curvatura por @R = A G Ric;;. BR é também chamado de curvatura Gaussiana
de (X, h).

Além da curvatura intrinseca, podemos considerar um outro tipo de “curvatura”
presente nas hiperficies, aquela que um observador constata ao olhar de fora desta.
Esse tipo de curvatura estd vinculada a mudanca de direcao do vetor normal n ao
se mover sobre Y. Em outras palavras, o vetor normal é responsavel por fazer uma
“leitura” da curvatura extrinseca da hiperficie (Fig. 3.2). De maneira mais precisa,
definiremos o chamado Mapeamento de Weingarten como uma aplicagao que associa a
cada vetor tangente a X a variacao do vetor normal ao longo deste; essa variagao sendo

provida via a conexao espaco-temporal V:

W: T,(8) — T,(%) (3.10)

v — Vyn (3.11)

Essa aplicacao ¢ bem definida, no sentido que sua imagem estd em 7,(X). De fato,

temos que

n.IW(v)=n.Vyn= —Vv(w) =0 (3.12)

O que nos mostra que W(v) € T,(£). Por outro lado, a propriedade fundamental do

mapeamento de Weingarten é seu carater auto-adjunto em relacao a 3-métrica h.

V(u,v) € T,(X) x T,(X), h(u,W(v)) =h(W(u),v) (3.13)
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.2: O mapeamento de Weingarten nos mostra o quanto o vetor normal varia
ao longo de uma curva gerada por um vetor tangente a hiperficie: v — Vyn.

Com efeito, recorrendo a definicao de W, temos

u.W(v)=u.Vyn

Vy(u.n)=(Vyu).n+u.Vyn, = u.Vyn=V,(u.n)—n.V,u
Substituindo a dltima equacao obtida, na primeira, obtemos
u.W(v)=Vy(u.n) —n.V,u.
—u.W(v)=—n.V,u.

Temos ainda que, o tensor tor¢ao é dado por T(u,v) = Vyu — Vv — [u,v]. Como
estamos trabalhando com variedades livres de torcao, podemos relacionar a derivagao

covariante V,v com Vyu. Assim, temos que Vyu = V,v — [u, v]. Dai, substituindo
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

essa expressao na equacao anterior, obtemos:

u W) =-n.(Vyv —[u,v])
=-—n.Vyv+n.[u,v]
———
u.W(v)=—-Vun .OV) +v.Vyn+n.|u,v]
= Wein.

=v.W(u)+n.[u,v]|.

Precisamos mostrar que o termo n . [u,v] é identicamente nulo. Existem
maneiras alternativas como podem ser vistas em [17,37]. Entretanto, se notarmos
que o comutador entre dois vetores é, na verdade, a derivada de Lie (vide apéndice) e,
por construgao, [u, v] € T,,(3) vemos que o comutador de dois vetores ¢ ainda um vetor
tangente a hiperficie 3. Com efeito, ao computarmos seu produto interno com um vetor

normal, obtemos, trivialmente, que n . [u,v] = 0, o que finaliza a demonstragao.l]
Definicao 3.1.2 A forma bilinear sobre o espaco tangente de ¥ definida por

K: T,X)xT,(¥) — R (3.14)
(u,v) +r— —u. W(v) (3.15)

€ simétrica e € chamada de sequnda forma fundamental da hiperficie . Definimos K

como sendo o tensor de curvatura exirinseca de Xo.

Assim, vemos que a variagao do vetor normal ao longo da hiperficie caracteriza a

curvatura extrinseca de X, como podemos ver ilustrado nas figuras 3.3 e 3.4

3.1.2 Hiperficies do Tipo-Espaco e Relacao de Gauss-Codazzi

A partir de agora, iremos nos concentrar em um tipo especifico de hiperficie
Y cuja 3-métrica é positiva-definida (Riemanniana), isto é, estaremos interessados no
comportamento de hiperficies do tipo-espaco. Para isso, iremos definir o que chamamos
de Projetor Ortogonal que nos informara como decompor um vetor qualquer em com-

ponentes normal e tangencial a Y, equivalentemente, uma componente do tipo-tempo
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.3: Plano ¥ como uma hiperficie do espaco euclidiano R3. Observe que o vetor
normal n permanece constante ao longo de 3; isso implica que sua curvatura extrinseca
é identicamente nula.

e componetes do tipo-espaco. Assim, para cada p € X o espaco de todos os vetores

espaco-temporais pode ser decomposto da seguinte maneira
T,(M) =T,3) & Vec(n), (3.16)

onde Vec(n) é um subespago unidimensional de T,,(M) gerado pelo vetor n. O projetor

ortogonal sobre Y é o operador v associado a decomposicao acima definido por:

T T(M) —  T,(%) (3.17)

v — v+ (n.v)n. (3.18)

Esse projetor é, na verdade, uma fun¢ao que retira toda a contribuicao normal
de um vetor em uma variedade M, subtraindo-a do vetor original. Em particular, como

uma consequéncia direta de n.n = —1, v satisfaz

J(m) =0 (3.19)

Por outro lado, ele age como um operador identidade se o vetor ja é um elemento do

espaco vetorial tangente a X:

W eT,(X), Jv=v. (3.20)



3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.4: Cilindro ¥ como uma hiperficie em R3. Observe que o vetor normal n varia
ao longo de Y em funcao da variacao de .

De acordo com a definicao do projetor, temos que, sua representacao em com-

ponentes em relacao a um sistema local de coordenadas é da seguinte forma:
v = 05 +nng. (3.21)

Devemos observar que a imersao ® de ¥ em M induz um mapeamento 7T,(X) —
T,(M) e o pull-back associado, mas ndo fornece uma aplicacdo de maneira reversa,
isto é, de T,(M) para T,(X) e de T,(X) para T, (M). Vemos que o projetor ortogonal,
naturalmente, promove essas aplicacoes reversas: da prépria definicdo, temos uma

aplicacao da variedade na hiperficie e podemos construir deste uma aplicacao do tipo

Y 2 Ty (8) = Ty(M) da seguinte maneira:

yuw: T,(M) — R (3.22)

v — w(H(v)). (3.23)

Naturalmente, podemos estender a operacao 7;, para qualquer forma multi-
linear. Assim, dado um campo tensorial T sobre X, sua derivada covariante DT em

relacdo a conexao de Levi-Civita (3-métrica h) pode ser expressa em termos da derivada
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Figura 3.5: Ilustracao da acao do projetor sobre um vetor em uma variedade M.

covariante VT' com relacao a conexao espago-temporal V, como se segue:
DT =~*VT, (3.24)

Dado um sistema local de coordenadas, podemos representar a eq. anterior em com-

ponentes

Dme...ap Biofy = 7311”.,73571/1._',YZZVZVUTM...;LP iy (3.25)

Agora, iremos derivar equagoes que constituem a base para o formalismo 3 + 1
da relatividade geral. Elas constituem na decomposicao do tensor de Riemann do
espaco-tempo, YR, em termos de quantidades relativas a hiperficie do tipo-espaco ¥
e sao conhecidas como equagoes de Gauss-Codazzi. Considere a definicao do tensor de

Riemann associado a 3-métrica h que coincide com o projetor « [17,37, 38| sobre .
DoDgv" — DgDyv" = RY 050" (3.26)

onde v é um vetor qualquer sobre Y. Consideremos a projecao que relaciona D-conexao

com V-conexao, donde

DoDg = 5757, Vu(Dy?)
= YV (V1)

= V5] [(Vwﬁ )YV o™ + 77 (V) Vo + 1075V, V g0t
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

lembrando que o projetor é da forma, v = 67 + nn, = V,(77) = (V,n%)n, +

n’(V,n,). Substituindo essa decomposicao na equagdo acima, obtemos:
DoDg = g ) [(V,m"nl, + n"VMnl,)’yfvav’\ + 0 (Vnfny + nf Vﬂn,\)VUUA - ’y,‘,"yfVMVUUA
N —~—
Como a proje¢ao do vetor normal ¢ identicamente nula, temos y)n” = 0, temos:
v o A o A
DaDagv" = A7) [n V2V o0 + 2V i 13 Vot 44978V, Vg ]

O termo em destaque pode ser rearranjado da seguinte maneira, V,(nyv*) = v*V,n,

+ ny V0, como nyo* = 0 = —1v*V,n, = n\V,0, donde
Do Dpv? = yhv57) <nUVﬂnV7§VUU’\ — VIV PV gy + 5 VMVUU)\>
—— ~

HaV

= VVEVN w0 = ARYEY YN W Vi + A5V AN u Vot

= YAV iV g0t — G0 Vuinf NV gny +757573 VY, Vou
———

Sendo, V,,n? := K[ e Vyny := K,

> Obtemos

DoDg = Y953V unyn Vo — ygvg’ygkaﬁKﬂ + V5NV W Voo
observando que Vv = K] e 73K,\ = Kp), chegamos, finalmente em
DoDgv” =] Kogn° V0t — KJKg, vt + Y57 VoV v (3.27)
Quando realizamos uma permutacao dos indices « e 3, obtemos
DD = 7 Kpan’Vou* — KJ Ko + 495V V0 (3.28)

Dali,
(D, Do = (K K} — K, K] )w NGV o, V0. (3.29)
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Como, [V,, V, Jv* = WRY L v* e [D,, Dglv? = @ RY 50", Assim, concluimos que:
VYIS DR gy = PR 505 + K1 Ksg — K} Kos. (3.30)

Essa equacao é conhecida como relagao de Gauss.
Se contrairmos a relagio de Gauss nos indices 7 € a e usarmos a identidade 74~y

= At = 55 + ntn,, obtemos a seguinte relagao:
T @) Ric,, + Yo A WRE oy = P Ricas + K Ko — Kou K. (3.31)

chamamos essa equagao de relagao de Gauss contraida. Estamos considerando que K
= K/ = Ke K,,K" = K;;K', quando contrairmos novamente a tltima equagao,

obtemos:

DR 4+ 2 YRic,n'n" = IR+ K? — K ;K. (3.32)

Procedendo de maneira analoga [37] mas, considerando agora o comutador entre
as conexdes em relagao ao vetor normal [V,, V5]n? = @Ry papnt, obtemos as relagoes

de Codazzi dadas por
vin iy WRP G = DK — Do K. (3.33)

e sua versao contraida,

vn” W Ric,, = Dy K — D, K". (3.34)

3.2 Geometria das Folheacoes

Até agora, estavamos analisando o comportamento de uma tnica hiperficie X i-
mersa em uma variedade espaco-temporal (M, g). Agora iremos considerar um conjunto
continuo de hiperficies (¥;);er que recobre a variedade como um todo M. Poderiamos
nos concentrar em um amplo espectro de classes de variedades espago-temporais com
essa finalidade. Entretanto, por razoes fisicas iremos nos restrigir aos espacos conheci-
dos como globalmente hiperbolico, que, na verdade, sao os espagos de maior interesse

astrofisico e cosmologico e serd sobre este alicerce que construiremos nosso formalismo
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

3 4+ 1 da Relatividade Geral.

Primeiramente, necessitamos definir, de maneira precisa, o que vem a ser um
espaco globalmente hiperbolico e o porqué de trabalharmos com tais espagos. O nome
globalmente hiperbolico reside bno fato de que obtemos equacoes de onda bem definidas
nesses espagos, isto ¢, a equagao: V? — k 0*/0t* é uma equagao hiperbodlica. Uma
superficie de Cauchy é uma hiperficie do tipo-espaco ¥ em M tal que toda curva causal,
isto é, tipo-tempo, aberta, intersepta ¥ uma tnica vez [37] (Fig.3.6). Essa caracteristica
das superficies de Cauchy é bem interessente pois, a partir dessa, garantimos que nao
haja curvas fechadas no tempo e/ou que uma curva do tipo-tempo intersepte a hipeficie

mais de uma vez.

Figura 3.6: Superficie de Cauchy, uma ilustragdo de como curvas causais poderiam
intersepta-la.

Qualquer espaco globalmente hiperbolico (M, g) pode ser foliado por uma fa-
milia de hiperficies (3;);cr. Folheagdo, de modo mais simples, seria o processo de
“fatiamento” da variedade espago-temporal, onde, em cada instante de tempo ¢t temos
uma “fatia” de espaco fixa. A titulo de aplicacao, esse é o procedimento, heuristica-
mente falando, para a quantizacao da gravitacao via lacgos, isto é, em cada instante de
tempo temos uma geometria especifica e a esta geometria espacial tentamos dar uma
caracterizagao quantica. O processo de folheacao pode ser visto na ilustragao feita pela
Figura 3.7.

Assim, deve existir um campo escalar suave t sobre M, regular ( possui gradiente

43



3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.7: Folheacao do espago-tempo M por uma familia de hiperficies do tipo-espaco
(3¢)ter-

nao-nulo em todo espaco), de maneira que cada hiperficie seja uma “superficie” de nivel
desse campo escalar:

VieR, X :={pe Mip) =t} (3.35)

como t é regular, as hiperficies sdo disjuntas, isto ¢, ¥; N Xy = () se ¢ # ¢'. E, ainda,
devemos ter que M = (J,cp Xt

Se observarmos, a direcao do vetor tipo-tempo normal & X, n, indica a direcao
de evol¢ao temporal (do presente para o futuro). E esse, deve ser, necessariamente,
colinear com o gradiente Vt associado com o gradiente 1-forma dt. Dai, podemos
escrever

n:=—NVt (3.36)

Co1m

N = ( - Vt.Vt>_1/2 = < — (dt, Vt>)_1/2 (3.37)

O sinal menos é convencionado para que o vetor n esteja orientado na direcao do futuro
se o campo escalar estiver aumentando em direcao ao futuro. Observe, ainda, que o
valor de N garante a unitariedade de n : g(n,n) = —1. O campo escalar N dantes
definido, é conhecido como fung¢ao lapso e, por construcao, N > 0. Podemos definir o
vetor evolucao normal como o vetor normal a ¥ do tipo-tempo como m := Nn e, como
n é um vetor unitario, a o quadrado da norma de m é m . m = —N? e através dessa

defini¢ao, podemos verificar [37,38] que uma hiperficie 3,5 pode ser obtida por uma
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

hiperficie vizinha ¥; de modo que t(p) = t(p + dtm) = t(p) + dt como indica a Figura

3.8 Dizemos, entao, que a hiperficie (3;) foi Lie-arrastada através do vetor normal m.

Figura 3.8: O ponto p/, obtido pelo ponto p € ¥; por um deslocamento dtm pertencente
a X4, isto é, a hiperficie 3, é transformada, evolui, em ;.5 por um campo vetorial
(Arrasto de Lie “Lie dragging”) .

Por isso dizemos que este vetor faz o papel de vetor evolucao. Uma consequéncia direta
desse arrasto de Lie é que a derivada de Lie ao longo de m de qualquer vetor em ¥; é

ainda um vetor de >;, em simbolos, temos
Vv eT (X)), LmveT(X). (3.38)

De certa forma, vemos que a cinematica da “fatia” geométrica esté, intimamente ligada,

a derivacao de Lie, para mais detalhes [17,37,38,47].

3.3 Decomposicao 3 + 1 das Equacoes de Einstein

Como vimos no capitulo introdutoério sobre Relatividade Geral, as equacoes de

Einstein, em componentes, sao da seguinte forma:
@) p; L wp _s.or
Ric,,, — o9 R =8nGT,, (3.39)

De maneira geométrica, isto é, sem pensarmos em um sistema local de coordenadas,

temos:

1
@ Ric — 59 WR = 8nT (3.40)
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Agora, iremos considerar que nosso espaco-tempo (M, g), onde g obedece as equagoes

3 e que este, seja globalmente hiperbolico e seja (3;);cr uma folheagao de

de Einstein
M por uma familia de hiperficies do tipo-espaco. Primeiro, devemos pensar em como
decompor em 3 + 1 o tensor energia-momento, para uma construcao mais detalhada,
vide [37,38]. Devemos desenvolver uma metodologia de identificacdo das componentes
associdas ao tensor energia momento. Dessa forma, temos trés maneiras distintas de
projetar o tensor 7'; sua projecao completa na direcao normal, tangente e mista em
relacao as hiperficies ;. A densidade de matéria energia F é definida como uma medida
feita por observadores Eulerianos [37] e, corresponde, a proje¢ao normal, isto é, F :=
T(n,n). J4 a densidade de momentum como uma medida de observadores Eulerianos
sendo a decomposicao mista P := —T'(n,(.)), ou em componentes, P, = —=T,,n"v%. E
finalmente, a projecao completa sobre a hiperficie chamado de tensor “stress” medido,
também, por observadores Eulerianos® S := ¥*T ou, em componentes, S,5 = Tw Y5
que poderia ser entendido como se tivessimos dois vetores unitarios do tipo-espaco,
digamos e; e es, no referencial de repouso de um observador Euleriano. S(e;,e;) seria
a “forca” na direcao de e; agindo sobre uma superficie unitaria de vetor normal e;. Para
ficar mais facil a visualicao do que estamos fazendo, podemos considerar um matriz da

seguinte forma:

Too == E (PJ0)1><3

(T 1/)4><4 =
: (Pos)sx1 Sry

3x3 4x4

Da mesma forma que o tensor energia-momento, podemos decompor as equagoes

de Einstein de trés maneiras distintas:
e Projecao Completa sobre Y, aplicando-se o projetor ¥*

Para fazermos isso, iremos recorrer a uma forma diferente de escrevermos as equacoe

3Estaremos tratando as equacgoes de Eisntein sem levar em conta a constante cosmoloégica. Um
tratamento que leva isso em conta pode ser encontrado em [13,16].

4Como o vetor unitario n é do tipo-tempo, ele pode ser considerado como uma 4-velocidade de
algum observador, o qual é chamado de observador Euleriano.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

de campo de Einstein que, pode ser facilmente obtida,

1
7 D Rjc = 8 (7*T -5 ;ﬁ*g). (3.41)

7 W Ric pode ser visto em [17,37,38] (combinada com a equacdo de Gauss contraida
[37]), ¥*T" & por defini¢ao S, T} := SI— E® e 4*g & simplismente a 3-métrica h. Assim,

temos:
LK =-DDN + N{Ric + KK — 2h(K,K) + 47[(S — E)h — 2S]} (3.42)
ou, em componentes,
LnKr;=—D;D;N + N{Ric;;+ KK;; — 2K  K¥ +47[(S — E)hr; — 2S15]} (3.43)

e Projecao Completamente Perprndicular a >3,

Lembrando que g(n,n) = —1 e aplicando a equagao de Einstein sobre o vetor normal

n em conjunto com a equacao escalar de Gauss [37,38|, temos:
. 1
Ric(n,n) + 57% = 87T (n,n). (3.44)
que em componentes possui a seguinte formas:
OR + K? - K;; K" = 167FE. (3.45)

Essa equacao é conhecida como vinculo hamiltoniano, que seré justificado mais

adiante.
e Projecao Mista

Finalmente, a projecao mista nos da uma equacao conhecida como vinculo do momen-

tum, que em componente possui a seguinte forma:

D;K{ — D;K =8P, (3.46)

5Por abuso de notacdo iremos denotar o traco de S e de T, por S e T sem indices.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Contudo, vemos que as equacoes de campo de Einstein sao equivalentes a um
sistema de trés equagoes, duas das quais sao, na verdade, vinculos a serem implemen-
tados.

Os sistemas obtidos nas projecoes das equacoes de Einstein sao, na realidade,
equacoes tensoriais. Como estamos interessados em um problema de Cauchy, ou seja,
um problema de valor inicial, necessitamos de equagoes diferenciais. Para tanto, deve-
mos introduzir coordenadas na variedade espaco-temporal M, de uma maneira “adap-
tada” para a folheacdo (X;)icr. Com efeito, para cada hiperficie ¥, introduz-se um
sistema local de coordenadas {z!} = (2!, 22, 2%) com a exigéncia de que este varie de
maneira suave entre hiperficies adjacentes no tempo. Dai, podemos aproximar nosso
sistema de coordenadas da variedade por {2} = (t,2!), onde z! sao as coordenadas
espaciais. Denotemos por 9, = (0, 0r) a base natural de 7,M. Observe que, o vetor
0, é tangente as linhas das coordenadas espaciais que sao constantes, ou seja, as curvas

de M definidas pelas coordenadas, como mostra a Figura 3.9

Figura 3.9: Coordenadas (z') sobre a hiperficie 3;: cada linha 2/ = const. atravessa
a folheagao (3;)cr e define o vetor tempo e o vetor desvio f.

De certa forma, o vetor tempo 0; pode ser visto como um arraste de Lie definido
na secao anterior, mas, em geral, os vetores 0; e m diferem e a medida dessa diferenca
é conhecida como vetor desvio (3, tangente a >;; para detalhes da construcao algébrica
de 3, vide [37,38]. Assim,

O:=m+p, n.f=0 (3.47)
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Donde,

! 51) (3.48)

0t:Nn+5 > n“z(N,—F

No mesmo contexto, vemos que a métrica (campo) da variedade espago-temporal,

pode ser decomposta e vista como a seguinte representacao matricial:

_L B8’
N2 N2
(g()éﬁ)4><4 = IBI 616(1

N hi = 4x4
Donde, obtemos que o termo de medida invariante sob difeomorfismos [3,13,16,37]| é
dado por

V=g =NVh, g:=det(gos), h:=det(hy). (3.49)

Fazendo-se as devidas substituicoes algébricas, obtemos o seguinte sistema de

equacoes de Einstein:

(at - Lﬁ)hu — ONK;, (3.50)

(at _ ﬁﬁ) K;; = —D;DyN + N{Ricr; + KKy — K;p K% + 47[(S — E)|hyy — 2815}

(3.51)
R+ K? - Kj;K" = 167E (3.52)
D;K{ — D;K = 8nP; (3.53)

Devemos notar que o sistema de equacoes acima, nao contém derivacao temporal
da funcao lapso N ou do vetor desvio 5. Em outras palavras, N e  nao sao varidveis
dindmicas do nosso sistema. Entretanto, isso nao deveria nos surpreender tanto, pois
essas variaveis estdo vinculadas a escolha de um sistema local de coordenadas (¢, 7).
Por outro lado, a liberdade, no que tange a escolha de coordendas na Relatividade
Geral, implica que podemos escolher livremente essas variaveis N e § sem mudar a fisica
do problema. Existem algumas maneiras de se avaliar e, de escolha, do lapso e desvio,
como, por exemplo, as coordenadas Gaussianas normais; onde se faz explicitamente 3
=0e N =1 como pode ser visto em [17,37]. A questdo central, no uso das coordenadas

Gaussianas, reside no fato de que, chega-se & um sistema de equacgoes que contém 6 +
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1 + 3 = 10 equacoes para 6 elementos desconhecidos h;;. Assim, temos um problema
com excesso de informagao, a priori, mas através de alguns teoremas, principalmente o
Teorema de Cauchy-Kovalevskaya (veja, [37,38]), podemos garantir esse sistema como
um problema de Cauchy tratavel, onde os 4 graus de liberdade excedentes sao, na

verdade, vinculos a serem implementados no sistema fisico de interesse.

3.4 Formalismo Hamiltoniano (ADM) da Relatividade
Geral

Um dos caminhos que levam a quantizacao de um campo, firma-se na idéia da
construcao de uma acao S, isto é, um funcional linear do campo e de derivadas do
campo em relacdo a um parametro especifico. De posse de uma agao, podemos utilizar
os principios do calculo variacional com a finalidade de recuperarmos as equagoes de
movimento que regem a evolugdo do campo analisado. Assim, obtemos a lagrangiana
do sistema e por uma transformacao de Legendre construimos nossa hamiltoniana.
De posse da nossa funcao hamiltoniana temos, tanto informacao do campo e de seu
momento conjugado, e esse ¢ o principio para quantizacao canodnica. Isso é verdade

tanto para a Eletrodinamica [35], onde temos F*F,,, quanto na gravitagao, onde a

urs

acao ¢ conhecida como acao de Einstein-Hilbert e é da seguinte forma:

S:/ DR —gd*z (3.54)
%

onde V é uma parte da variedade espago-temporal M delimitada por duas hiperficies

Yy, e Xy, (t1 < ty) da folheacdo (X;)ier

1

= U 2, (3.55)

t=t1

Através do desenvolvimento do formalismo 3 + 1 e da relacio v/—g = NVh,

pOdemOS reescrever nossa agéo COImo
S = / [N( BR 4+ K2+ KUK”> — 2LmK — 2D;D'N|Vhd'z (3.56)
%
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Agora, como

LK =m uV,K = Nn"V,K = N[V, (Kn") — K V,n"] (3.57)
N——
-K
= N[V, (Kn") + K?] (3.58)

Donde, obtemos
/ [N( OR + K K — KQ) — NV, (Kn*) — 2D1D1N] Vhd'z (3.59)
%
Mas, observe que

/ NV, (Kn*)\Whd'z = / V (Kn*)/—gd'z = / 0,(vV—gKn")d*x
—————

v v v divergencia

Como pelo formalismo lagrangiano, exigimos termos de divergéncia nulos, ou seja, o0s

termos de supericie nao contribuem, vemos que o termo a seguir também pode ser visto

como divergéncia pura:

D;D'NVhd*z = / d; (VhDIN)d*x

) S~~~

b
¢ ¢ sist.local

Assim, a acao de Einstein-Hilbert no formalismo 3 4 1 assume a seguinte forma:

S = / : { / <R KK KZ) \/Ed?'x}dt (3.60)

A acao acima, pode ser considerada como um funcional das variaveis de “confi-
guragao” g = (hrs), N, BT que descrevem completamente a métrica do espago-tempo gas
e sua derivada temporal ¢ = (hu, N, BI): S(q,q¢). Em particular, pode-se mostrar que
a curvatura extrinseca Kj; depende funcionalmente da 3-métrica da seguinte forma:

1

K;; =
1J IN

<hILDJﬁL + hy DB — hu) (3.61)

E da acao obtida, podemos verificar que a densidade de lagrangiana gravitacional é da
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seguinte forma:

L(g,4) = NVh (R KK — K2> (3.62)

e que o momento canonicamente conjugado, a varidvel dinamica h;;, definido como

I := —= possui a forma:

Ohyy

7 = vh (Kh” - K”) (3.63)

Finalmente, a densidade de hamiltoniana é dado, por um transformacao de Legendre,
por:

H=1h7 - ¢ (3.64)

De posse do formalismo hamiltoniano da Relatividade Geral, seguindo o cami-
nho natural para uma quantizacao canodnica, o proximo passo seria o estabelecimento
das relacoes de comutacao envolvendo o campo h;; e seu momento canonicamente
conjugado 11?7, A Gravitacdo Quantica via Lacos consegue tratar dessa nova algebra
exigida para a quantizagao do campo e, um aspecto relacionado ao espaco de Hilbert

cinemético desse modelo serd o eixo tematico do nosso trabalho.
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Capitulo 4

Gravitacao Quantica via Lacos e os

Frames

4.1 Espacos Moduli e a Nao-Separabilidade

A Gravitagdo Quantica via Lagos (GQL) é um modelo de quantizagdo da grav-
itacdo einsteiniana independente de fundo. A Relatividade Geral é uma teoria de
campo intrinsicamente independente de fundo. Em outras palavras, a tentativa da
GQL é construir uma gravitacao quantica em quatro dimensdes e, diferentemente das
quantizagoes usuais (veja por exemplo [32,33], usa-se métodos nao-perturbativos (para
uma construgao rigorosa [48]).

O espaco quantico se mostra descrito, na GQL, em termos de uma base de
estados conhecidos como estados de conexbes-spin ou, estados s-nods, nomeados por
numeros quanticos discretos, ou seja, existe uma bijecao entre o espago dos estados e o
conjunto dos niimeros naturais N. Entretanto, essa bijecao que caracteriza o conjunto
de estados como sendo separdveis, nem sempre se faz verdadeira. O problema surge
quando temos nds com alta valéncia, isto é, quando um ntimero suficientemente alto
de “links” se encontram em um ponto de intersecao, os s-nds perdem a sua caracteris-
tica discreta e passam a ser descritos por uma parametrizagao de moduli continua.
Esses moduli sao, de certa forma, intrigantes do ponto de vista fisico, pois nao rep-
resentam medidas fisicas ou se quer sao detectados pelos operadores que representam

as grandezas observaveis bem como pelo operador que governa a dinamica [45,47-49|.
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4. Gravitacao Quéantica e os Frames

Contudo, eles sao responsaveis por modificar completamente a estrutura do espaco de
estados difeomorficamente-invariantes, Hgq; ¢, sendo capaz de torné-lo nao-separavel.
A nao-separabilidade (inexisténcia de uma bije¢do com N) é, geralmente, en-
carada como um problema para muitos fisicos em Teoria Quantica de Campos. Uma
discussao interessante sobre esse aspecto ¢ feita no livro do Wightman [57]. Nossa
tarefa sera apresentar alguns aspectos dessas estruturas de moduli, como elas surgem,

e propor um tratamento diferenciado utilizando filtragem de sinais.

4.1.1 Grafos e os Estados Quéanticos

Vimos que a relatividade geral classica pode ser definida sobre uma variedade
diferenciavel quadridimensional M com uma topologia do tipo ¥ x R. O campo
gravitacional é, na verdade, visto como o tensor métrico g de uma variedade semi-
riemanniana M, satisfazendo as equacoes de Einstein. A teoria hamiltoniana corres-
pondente pode ser formulada sobre a hiperficie X, onde podemos falar de uma conexao
suave 1-forma que denominaremos por A sobre SU(2) [47,48| ao longo de 3. Seja C o
espaco dessas conexoes A definidas em toda a hiperficie. Podemos definir o espaco S
dos funcionais que agem em C.

1

Seja 7; uma base fixa para a algebra de Lie SU(2), onde tomamos 7; = —50%

como o; sendo as matrizes de Pauli. Temos que
A(F) = AL (F)idx"”. (4.1)

Estaremos utilizando sempre o conceito de grafo, que possui uma imensa relevancia a
GQL. Grafo, denotado por I' é uma colecao finita L(T") de subvariedades unidimension-
ais orientadas' de ¥, denominadas de links e denotada por [, interseptando-se apenas
nos vértices, chamados de nds e denotados por n, como pode ser visto na Figura 4.1.

A valéncia de um nd é o namero de links que chegam a n; onde denotaremos por
G o espago de tais grafos. Os estados quanticos sao limites de sequéncias de funcoes

cilindricas [45,47,48| , convergindo para a norma que definiremos a seguir. Uma fungao

!Para uma boa defini¢io de hiperfices orientadas [1,2,7,8].
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Figura 4.1: Uma conexao de spin simples com dois nos trivalentes.

cilindrica Ur ¢ : C — C ¢é definida de modo que, dada a holonomia U;(A) € SU(2) em

relagdo a conexao A ao longo do link [:

U(A) = Pexp /A, (4.2)

l

onde P denota uma caminho ordenado. O grafo I' define uma aplicacao pr : C —
[SU(2)] x L(I'); A~ (Ui(A)). Fazendo-se a composicao dessa aplicacdo com uma
fungdo complexa f avaliada sobre [SU(2)] x L(I'), obtemos as func¢oes cilindricas,

dadas por
\IIF,f<A) = f(Uh (A>7 e UZL(F) (A)) (43)

Como sempre podemos escrever quaisquer duas funcoes cilindricas em termos de um
mesmo grafo, isto é, podemos reescrever uma funcao cilindrica avaliada no grafo I' por
um outro grafo I'' que contenha I', podemos definir o produto escalar do espago de

estados fazendo uso da medida de Haar [47, 48| sobre SU(2).

<W(F7f) | W(F,f’)) = /dUldUL(F)f(Ul, ---;UL(F))f/(Ula ~-~7UL(F))~ (44)

O espaco de Hilbert cinematico K da GQL é definido como o espaco de Hilbert
completo pela norma definida no espaco das fun¢os cilindricas. As transformagoes de
calibre locais sobre SU(2) agem de maneira natural sobre esse espago de modo que
os estados invariantes formam um subconjunto proprio de notado por Ky. Natural-
mente, ao falarmos de espacos de Hilbert somos levados a imaginar a presenca de uma
base ortonormal sobre Ky que é feita pelas conexdes-spin [47,48|. Temos ainda que Ky

possui, naturalmente, uma representacao unitaria sobre o grupo de difeomorfismos da
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hiperficie ¥ herdada, de certa forma, da invariancia sob difeomorfismos caracteristica
da Relatividade Geral |45,47,48|. Analogamente, os estados inavriantes sob difeomor-
fismos formam um subespago Hgirr de S (' é o0 dual de S, onde S C Ky C S’). Esse
espaco descreve os estados quanticos difeomorficamente invariantes do campo gravita-
cional, ou seja, os estados quanticos do espaco fisico.

Fazendo-se uma anélise, podemos ver que duas conexoes-spin S; e Sy definem
estados ortogonais em Hgq;rs se os grafos correspondentes I' e I'' pertencem a classes
de equivaléncia diferentes sobre transformacoes de difeomorfismo. Em outras palavras,

via uma trasformagdo suave nao podemos trasformar o grafo I' em I".

0 se V£ ¢pol

(S1| Paigs | S2) =
Zk<51 | gk | S2) sel"=¢ol

onde FPy;rr € um operador, conjugado com um difeomorfismo, agindo nos estados quan-
ticos e ¢ ¢ um difeomorfismo explicitamente em Y. Para detalhes consulte [47-49].

O problema todo surge quando tratamos com grafos com alta valéncia de maneira
a afetar a estrutura de Hg;5¢. Quando isso acontece as classes de equivaléncia que geram
grafos distintos, os diff-nos, formam um conjunto nao-enumeravel implicando na nao-
separabilidade de Hg;¢f. Desse fato emerge os espagos de moduli cujo comportamento

estudaremos a seguir.

4.1.2 Espacos Moduli e a Estrutura de Nés

Estados quanticos do campo gravitacional sao rotulados por nés com intersegoes
na gravitacao quantica via lacos. Os nds, podem ser definidos de duas maneiras: como
classes de equivaléncia em R? sob uma deformacao continua da imagem do lago - “c-nos™;
ou como classes de equivaléncia sob difeomorfismos - “d-n6s” Entretanto, essas duas
definicoes deixam de ser equivalentes quando existe intersecoes. Intersecoes de d-nds
sao diferentes de intersecoes de c-nds. Diferentemente dos espacos de nds elementares, o
espaco g dos d-nds é nao enumeravel. A dimensao continua do espago K4 é proveniente
da estrutura diferencial da variedade, que implica no aparecimento de espacos tangentes

T, em pontos de intersecao. Os lacos definem curvas em 7,, e os difeomorfismos
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4. Gravitacao Quéantica e os Frames

agem de maneira linear em 7,. Portanto, equivaléncia sobre difeomorfismos implica
equivaléncia sob trasformacoes lineares de 7T},. Para um ntimero muito grande de links,
as transformagoes lineares em 7}, falham em alinhar todas as curvas, porque para termos
uma trasformacao linear entre esses espacos nao podemos ter um conjunto com mais
parametros que a dimensao do espaco vetorial considerado.

Vejamos um exemplo ilustrativo. Considere um laco suave a em R?, com um
ponto de auto-intersecio p € R3, e assuma que « passe por p cinco vezes, de maneira
que nesse ponto tenhamos cinco vetores tangentes vi,...,v5. Admita que trés desses
cinco sdo linearmente independentes e denotemos por K.[a] o ¢-né ao qual « pertence.
Seja, agora, um lago ( elemento do mesmo ¢-n6 K.[al. O lago § também possuira
um ponto de intersecdo, digamos ¢, e cinco vetores tangentes wi, ..., ws em ¢. Afim
de que o e B estejam no mesmo d-nd, devera existir um difeomorfismo f: R?® — R3
transformando o em 3. A aplicagdo tangente f* mapea vetores do espaco tangente em
p, T, ao espago tangente em ¢, 7T}, e deveria alinhar os vetores tangentes v; em .
Entretanto, f* é uma aplicacao linear feita entre espacos tridimensionais, dada pelo
jacobiano da matriz de f em p dependendo de 9 parametros. Como as direcoes dos
cinco vetores v; dependem de 10 parametros, vemos que nao héi transformacao linear
que possa alinhar tais vetores nos w;. De modo geral, a e [ nao irao pertencer ao
mesmo d-no, pois deverd existir algum parametro continuo que seja funcao dos angulos
dos vetores, que seja invariante sob difeomorfismos, que distingue o de 5. Essa é a raiz
dos espacos moduli. Em outras palavras, vemos que nosso problema reside no fato de
termos vetores que sao linearmente dependentes e faz com que o problema seja mais que
completo ou possua redundancia (produzindo um aumento do conjunto). Como pode
ser visto na ilustracao da Figura 4.2. Para uma descri¢ao formal e bem interessante do
tratamento da redundéancia dos espagos d-nos K, vide [49-51].

De certo modo, a existéncia de grafos com alta valéncia leva o surgimento de
parametros continuos, que sao invariantes sob difeomorfismos, caracterizando o surgi-
mento das estruturas dos espagos moduli. Em outras palavras, o fato de termos mais
parametros do que o necessario seria, desse ponto de vista, o responsavel pela perda da

separabilidade de Hgirr. O que se faz afim de recuperar a separabilidade é a extensao
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do conjunto de difeomorfismos, tal que, faz-se uma relaxacao nas propriedades dantes
exigidas afim de englobar pontos singulares. Por outro lado, devemos pensar no que
essa extensao, em nivel quantico, acarretaria no limite de recuperacao da Relatividade
Geral classica. Nossa proposta para esse problema, alternativamente, ¢ aplicarmos uma
espécie de filtro para retirarmos os vetores redundantes que contribuem para a perda

da separabilidade.

Figura 4.2: Representagao da emergéncia dos espagos moduli ao considerarmos um
ponto p em R? possuindo vetores tangentes mais que necessarios, isto é, nem todos sao
linearmente independentes.

4.2 Teoria Elementar de Frames

Quando estamos trabalhando com espacgos vetoriais somos, sempre, levados a
um conceito chave, um conjunto chamado base. De fato, através de uma base pode-
mos expandir qualquer vetor em termos de elementos mais elementares. Muitas das
dificuldades encontradas na analise de vetores mais gerais podem ser reduzidas quando
descrevemos o vetor em termos desses “blocos elementares”. Entretanto, as condigoes
para uma base sao muito restritivas, isto é, exigimos que o conjunto desses vetores

seja linearmente independente e, de posse do produto interno, gostariamos que fossem
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ortogonais. Desejamos, no entanto, olhar para uma ferramenta que fosse um pouco
mais flexivel. Os frames [52-56| assumem esse papel. Um frame para um espago ve-
torial, métrico, também nos permite que cada vetor do espaco seja escrito como uma
combinagao linear entre os elementos do frame, mas a independéncia linear entre os
elementos do frame nao é exigida. Em outras palavras, um frame poderia ser pensado
como uma base mais que completa, ou seja, uma base onde acrescentamos vetores mais
que o necessario.

Definicao 4.2.1 Seja E um espaco vetorial métrico de dimensao finita m. Seja o

conjunto {e;}™, C E uma base para E, as sequintes propriedades devem ser satisfeitas:
(i) E span{e;}",;
(11) {e;}i, € linearmente independente, isto €, se Y. cie; = 0 = ¢; = 0 Vi.
Uma consequéncia imediata da definicao de base é que, para todo £ € E possui

uma representacao univoca em termos dos elementos da base considerada, isto é, existe

coeficientes escalares univocos {c; }7*; tal que

= Z ci€; (4.5)

Quando nosso espaco ¢ munido com um produto interno, desejamos que nossos ele-

mentos sejam ortonormais:

<€Z‘, €j> = 5k,j (46)

onde J;; ¢ o delta de Kronecker. Temos ainda que os coeficientes da expansao sao

dados pelas projegoes do elemento £ ao longo de cada termo da base.

= Z(f,ei)ei. (4.7)

)

Iremos introduzir agora, a definicao de frames.

Definigao 4.2.2 Uma familia enumerdvel de elementos { f;}ic; em E € um frame para

E se existir constantes A, B > 0 tal que

ANFIPSY IR PSBILI? VfekE. (4.8)

el
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Os nimeros A e B sao chamados de limites de frame. Eles ndao sao tnicos. O limite
inferior de frame 6timo é o sup de todos os limites inferiores, analogamente, o limite
superior de frame 6timo é dado pelo inf de todos os limites superiores.

Proposicao 4.2.1 Seja {f;}* uma sequéncia em E. Entdao {f;}* é um frame para

um espago vetorial W : = span{f;}I".

onde W C FE, ou seja, um subconjunto proprio de F. A demonstracao dessa proposicao

pode ser encontrada em [52]. Dessa proposigao segue o seguinte

Corolario 4.2.1 Uma familia de elementos {f;}™, em E é um frame para E se e, so
se, spand fi}i*, = E.

o corolario acima, mostra que um frame pode conter mais elementos que o necessario
para termos uma base, pois a lnica exigéncia feita é que os elementos gerem todo o
espaco. Em particular, dado que {f;}7, seja um frame para E e {g;}!_; uma colegao
arbitraria de vetores em E, entdo, {f;}7, J {g:}/~, é também um frame para E. Um
frame que nao é uma base é chamado de mais que completo ou redundante.
Considere agora um espaco vetorial F, [-dimensional, equipado com um frame

{fi}™,, com m > [, e defina a aplicagao:

m

T:C" = E, T{a}i, =Y cafe (4.9)

k=1

T é chamado de operador pré-frame e seu adjunto é dado por
T E—=C" T ={(f fu)iea (4.10)
compondo T" com seu adjunto 7™, obtemos o operador de frame, tal que
F:FE—F, Ff:TT*f:i:(f,fk)fk. (4.11)
Observe que em termos do operador de frame, temos

(Ff. f)= Z\ (f.f0) >, Vfe€E (4.12)
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e assim, o limite de frame inferior poderia ser visto como um tipo de limite inferior
do operador de frame. Um frame {f;}7~, é dito ser fino se escolhermos A = B na

definicao de frame, isto é, se

YIS P=ALFIP (4.13)

k=1

note que , além da considerarmos o frame fino, estamos assumindo que estamos nos
limites 6timos dados pelo sup e inf. Devemos notar, ainda, que a condicao de limite
superior B ¢é sempre valida se considerarmos a desigualdade de Cauchy-Schwartz vide
[52-54], a determinagdo de um limite inferior passa ser nossa meta. Podemos mostrar
que para o caso de frames finos um elemento f € E pode ser representado da seguinte

maneira, segundo a

Proposigao 4.2.2 Assuma que { fx}7, seja um frame fino para E com limite de frame

A. Seja F = Al (1 é o operador identidade em E), assim , temos

F= SRR e R (1.14)
k=1

Vemos que a representacao acima ¢ bem similar a representacao de uma base ortnormal
com a diferenca do fator 1/A. Temos ainda um importante teorema demonstrado

em [52] que diz:

Teorema 4.2.1 Seja {fi}7, um frame para E com operador de frame F. Entdo as

sequintes propriedades sdo satisfeitas:
(i)) F € inversivel e auto-adjunto.

(i1) Todo f € E pode ser representado como

F=Y L i fe=> (i f)F fi (4.15)

m m
k=1 k=1

Todo frame em um espaco de dimensdo finita? contém uma subfamilia que é

uma base. Logo, se {fi}7~, ¢ um frame mas ndo uma base, existe uma sequéncia

2 A extensdo para espacos de dimens3o infinita é suportada por uma gama de teoremas e 0s espacos
de Hilbert sao também factiveis do ponto de vista de frames nessa consideragao.
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de elementos nao nulos {d;}7", tal que > 7, dfi, = 0. Dai, segue que, para todo

elemento f € E podemos escrevé-lo como

SUEF )+ dif
k=1

(¢ F 7 i) + i) fo

f

e
Il
—_

NE

b
Il
—

Isso nos mostra que f possui muitas representacoes como superposicao de elementos
do frame. Iremos avaliar alguns exemplos, bem simples, de como usamos os frames
afim de “eliminarmos”, de um certo ponto de vista, as redundancias de bases mais que
completas e, ver se isso se aplicaria no caso dos grafos de alta valéncia. Seja {e,}i_,
uma base ortonormal em um espago vetorial bidimensional V' munido de um produto

interno. Seja

fi=e, fa=e —e, fy=e +ea.

Entdo {fi};_, ¢ um frame para E. Usando a definigao de operador de frame,

w

Ff=> (f fe) e,

k=1

considerando nosso frame, obtemos que

Fei=e1+e —ex+er +er=3e;

FQQZ—(€1—62)+€1+62:262

Assim,

1 1
F_lel = €1, F_leg = 562

3

Por linearidade, o frame canonicamente dual é

1 1 1 1 1
{F_lfk}zﬂ = {geb 561 - 562, 561 + 562}
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Pelo Teorema acima, a representacao de f € E em termos do frame é dada por

3
=Y AL F R fe
k=1
B 1 1 1 1
= §<f €1>€1 + <f 3 €1 — §€2>( 1~ 62) + <f, 561 + 562>(€1 + 62).

= f=(f,er)e1 + (f, e2)es

O que podemos notar é que temos, inicialmente, um conjunto mais que completo
do ponto vista de base. No entanto, ao tratarmos o conjunto como um frame e aplicando
as defini¢goes & um conjunto maior, recuperamos a expansao de um vetor em termos,
apenas, dos elementos da base. O mais interessante é que podemos acrescentar a
uma base, um numero qualquer de elementos, linearmente dependentes, que do ponto
de vista de frames, recuperamos ou, no jargao da teoria de sinais, filtramos toda a
redundancia que tornava o conjunto mais que completo. Para visualisarmos melhor isso,
vejamos um outro exemplo para o caso de um grafo de valéncia cinco como proposto
na segao anterior. Consideremos o um espago vetorial tridimensional com {ej};_, uma
base e seja {eg, 22:1 aper, 22:1 Prer} um frame, isto é, o frame é a base mais dois

vetores que sao combinacao linear dos elementos da base. Da condicao de frame, temos:

5
ANFIP<SS IR
k=1

3
ANFIEITIE+Y (Tax P +18: P ) 1 {Fend

k=1

S (T P+ 18P ) (e 1
IEAE |

A<1+

Podemos ver que toda a contribuicao redundante esta amarrada no limite de frame,

e como esse limite nao é tnico, poderiamos tomar os limites 6timos que nesse caso

S (TaxP+18cP ) | (fre) P
IEAE

naturalmente, retiramos a informacao “extra” pois nesse caso A = 1. Esse procedimento

corresponderia a tomar o inf dos valores 1+ , onde,

pode ser feito para n elementos redundantes e, o mais interessante, é que recuperamos
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a partir do limite de frame apenas as informacoes necessarias. Assim, se considerarmos
o exemplo de um grafo com valéncia n qualquer em uma hiperficie tridimensional,
poderiamos olhar para os vetores tangentes a um né como formando um frame e,
via o formalismo visto acima, filtrar as informacgoes que geram a estrutura de moduli
e a consequente nao-separabilidade de Hgr¢. Se pudermos pensar dessa forma, ao
aplicarmos uma transformagao linear de um espago tangente a outro fariamos uma
filtragem para possibilitar que o difeomorfismo fosse feito nos vetores das conexoes-

spin de alta valéncia.

64



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas

A principio, vemos que o que gera a nao-separabilidade do espaco de Hilbert
Cinemético é, basicamente, a existéncia de grafos ou conexoes-spin de alta valéncia. De
fato, temos vetores que sao linearmente dependentes a outros vetores e isso gera uma
estrutura de moduli ao tentarmos aplicar uma transformacao linear de difeomorfismo.
Vimos que pelo formalismo de frames podemos amarrar toda a informacgao redundante
nos limites 6timos de frame e isso seria uma espécie de filtragem. Contudo, muito
trabalho ainda deve ser feito e um fato interessante que nos aponta a uma perspectiva
é que ao trabalharmos com frames continuos [53,55,56] o que ganhamos sao as fungoes

de Bohr [40,56].
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Apéndice A

Calculo em Variedades

A.1 Variedades

As variedades diferenciaveis [1-5] sao, de certa forma, um dos conceitos funda-
mentais para fisica e matemaética. Estamos sempre trabalhando com as propriedades
dos espacos euclidianos n-dimensinais equipados com uma meétrica plana positiva-
definida. Espacos com geometria planar possuem um papel fundamental para o desen-
volvimento e abordagem fisica. Entretanto, existem outros tipos de espacos, como uma
esfera ou um elipsoide, que de maneira intuitiva se mostram “curvos” ou topologica-
mente mais complicados, sobre os quais gostariamos de realizar as mesmas operagoes
(diferenciagao, integragao, etc.). Para atacarmos esse problema os matematicos desen-
volveram a nocao de variedades, que correspondem aos espacos que podem ser curvos e
topologicamente complicados no carater global. Entretanto, localmente se assemelham
ao R™. Com essa caracteristica das variedades, podemos analisar fun¢oes nesses es-
pacos convertendo-as, localmente, em fungoes no espaco euclidiano. Interessante notar
que, o processo de andlise local das variedades, ou seja, descrevé-las como funcoes no
R™ nos leva a idéia de parametrizacao. Por outro lado, a teoria é feita de modo que
a escolha das coordenadas, para nossa analise, seja irrelevante, em outras palavras,
existe uma arbitrariedade na escolha das coordenadas na teoria das variedades: todos
0s sistemas de coordenadas sao igualmente vdlidos. Para vermos como isso funciona,
consideremos a esfera unitaria em R®. Podemos parametrizar a superficie S?, entre out-

ras possibilidades, por dois sistemas de coordenadas - coordenadas polares e projecao

66



Apéndice A: Variedades Diferenciaveis.

esteriografica. As coordenadas polares 6 e ¢ sao definidas por

Figura A.1: Parametrizacao via coordenadas polares.

x = senflsen¢, y =senfcos¢p, 2z = cosb (A.1)

com ¢ elemento do intervalo [0, 27| e 0 elemento de [0, w]. Observe que podemos
inverter as equacoes, donde obtemos:
% 4+ y?

0 = arctan ———, ¢ = arctan Y (A.2)
2 x

Por outro lado, a projecao esteriogréfica temos que N = (0,0,1) € S? seu polo
norte. A projegao esteriogrifica £ : S? — R? para todo ponto z € S? — {N}, £(x) é
o ponto em que a semi-reta N—>1: (Os pontos da semi-reta sdo da forma N + t(x — N)
com t > 0) corta o plano que identificamos como sendo o R? assim, obtemos a seguinte

parametriza¢do para um ponto P(z,y, z) qualquer sobre a esfera:

(o) = ——, &y) = — (A.3)

Observe que os dois sistemas de coordenadas sao correlacionados da seguinte forma

&(x) = cot g coso, &(y) = cot gsenqﬁ (A.4)

Essa arbitrariedade inerente ao processo de parametrizacao, ou melhor, a liberdade de
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escolha da forma com a qual iremos medir distancia estd em harmonia com o principio
fisico basico: um sistema fisico se comporta da mesma forma quiasquer que sejam
as coordenadas que iremos usar para descrevé-lo. De fato, a escolha subjetiva das

coordenadas nao pode interferir na objetividade de um fenémeno natural.
Definicao A.1.1 M ¢ uma variedade m-dimensional se

(i) M ¢é um espago topologico !;

(ii) M é munido de uma familia de pares {(U;, ¢;)};

(iii) {U;} é uma familia de conjuntos abertos que recobre todo o conjunto M, isto &,
U, Ui = M. ¢; é um homeomomorfismo de U; em um subconjunto aberto U/ de

R™: e

(iv) Dados U; e U; tais que U; N U; # 0, o mapeamento o, = @; 0 gpj_l ¢ infinitamente

diferenciavel, isto €, a;; € C*.

Figura A.2: Um homeomorfismo ¢; levando U; em um subconjunto aberto U
fornecendo coordenadas a um ponto p € U,.

O par (Ui, ;) ¢ chamado de uma carta ao passo que a familia {(U;, ¢;)} ¢

chamado um atlas. O subconjunto U; é chamado de wizinhanca coordenada e, p; é

!Para uma definigdo precisa sobre Espagos Topoldgicos [10,11].
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chamado de funcao coordenada ou, apenas, coordenada. O homemomorfismo ¢; é
representado por m fungoes {z'(p),...,2™(p)}. O conjunto {z*(p)} &, por abuso de
linguagem, chamado de coordenada. Um ponto p € M existe independente da escolha
das coordenadas, cabe a noés rotular o ponto através de um determinado sistema de
coordenadas. Note que, os itens (i) até (iii) nos diz respeito a exigéncia de localidade
euclidiana, ou seja, na vizinhanca imediata do ponto, o conjunto se comporta como um
espaco euclidiano via o homeomorfismo. Observe ainda que, nao ha exigéncia quanto
ao carater global de M se assemelhar ao R™.

Um exemplo tipico desse fenomeno pode ser visto diariamente, pois aqui na
Terra vivemos como se ela nao fosse globalmente curva, ela se mostra, localmente,
plana. Em outras palavras, s6 enxergamos uma Terra curva ao olharmos de fora dela,
ao avaliarmos sua curvatura extrinsica pois sua curvatuta intrinsica, localmente, é
desconsideravel. Se U; e U; se interseptam, dois sistemas de coordenadas podem ser
designados para analisar pontos em U; N U;. O axioma (iv) garante a transigdo de um
sistema para outro via um mapeamento suave (C*). O mapeamento p; nos fornece m
valores coordenados z# (1 < p < m) ao ponto p € U; N Uj;, enquanto ¢; fornece y”
(1 < v < m) ao mesmo ponto e a transicdo de y para x, x* = x*(y) é obtida por m
fungoes de m variaveis. As fungoes de transformacao de coordenadas z# = z#(y) sao

dadas pelo mapeamento «;; = ¢; o gpj_l.

A.1.1 CAlculo em Variedades

A base para uso das variedades diferencidveis reside no fato de que, localmente,
elas se assemelham ao R™ e, portanto, as idéias usuais do calculo desenvolvidas em
R™ podem ser utilizadas. O carater suave das transformacoes de coordenadas nos
informa sobre a independéncia da escolha das coordenadas. A fim de alcancarmos a
fisica que rege a Relatividade Geral necessitamos de um conceito, fundamental, que de-
senvolveremos: Difeomorfismos. Assim como a necessidade de definirmos grandezas
como vetores, tensores, curvas, etc. sobre nossa variedade, nos possibilitard construir
equacoes diferencias regidas por esses elementos.

Considere um mapeamento definido por f : M — N de uma variedade m-
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dimensional M a uma variedade n-dimensional N. Um ponto p € M é mapeado em

um ponto f(p) € N, como mostra a figura abaixo.

Figura A.3: Mapeamento f : M — N possuindo a representacao em coordenadas & o
fop™.

Tome uma carta (U, ) sobre M e (V,&) sobre N, donde p € M e f(p) € N.

Observe que o mapeamento possui a seguinte representacao em coordenadas:

Eofop l:R™ 5 R (A.5)

Se escrevermos, em termos das coordenadas de R™, ¢(p) = {z#} e o ponto
E(f(p)) = {y*}, vemos que £ o f o ot & na verdade, uma fungao vetorial avaliada, no
ponto considerado, da forma y? = £ o f o ™! (x) de m variaveis. Se y® = f*(a#), é
C* com relacao a cada z*, logo, f é dita ser diferenciavel no ponto p ou no ponto x =
©(p). Mapas diferenciaveis sdo também chamados de suave. Observe que ao exigirmos
a diferenciabilidade (C*), esta em concordancia com a suavidade da fungao de transigao
a;;. Para a uma demosntracao da arbitrariedade na escolha do sistema de coordenadas
com o mapeamento veja [3-5]. Fazendo-se uso dessas considerag¢des podemos definir

um conceito primordial para a Geometrodindmica, assim temos a seguinte definicao:

2Usaremos, as vezes, esse abuso de notagdo y = f(z) ou y® = f*(2*), quando soubermos quais
coordenadas estamos usando em M e N
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Definigao A.1.2 Seja f : M — N um homeomorfismo® e & and ¢ sistemas de coor-

1

denadas como dantes definido. Se & o f o o=t € inversivel e tantoy = £ o f o p~1(x)

quanto x = @ of 7t o £ (y) sdo C®, f € chamado um difeomorfismo e M e dilo ser

difeomorfo a N ou vice-versa, denotamos por M = N.

Vemos que para o caso de variedades que sao difeomorfas as dimensoes devem
ser coincidentes, ou seja, dim M = dim N se M = N. Interessante observarmos
que os difeomorfismos geram uma classe de equivaléncia de maneira que seja possivel
deformar um objeto em outro de maneira suave. Dois espacos que sao difeomorfos, sao
considerados como sendo a mesma variedade, topologicamente falando. Existe diferen-
¢a na geometria global, mas ao analisarmos, ou melhor, para observadores dentro das
variedades, que é nosso interesse fisico, nao conseguimos visualizar diferenca. Assim,
uma esfera pode ser deformada suavemente em um cubo e observadores tanto em um
objeto (esfera) quanto no outro (cubo) irdo concordar com a fisica descrita. Em outras
palavras, as leis da natureza sao invariantes sob uma transformacao de difeomorfismo®;

essa foi uma das idéias que guiou Einstein a Relatividade Geral.

Figura A.4: Representacao esquematica do processo de deformacao via difeomorfismo.

Agora, iremos analisar classes de mapeamentos, chamadas curvas e funcaoes.
Uma curva aberta em uma variedade m-dimensional M é um mapeamento ¢ : (=X, \)

— M, onde (—A, \) é um intervalo onde —\ < 0 < A. A definigdo de curva em variedades

3Homeomorfismo se difere bastante de difeomorfismo pois a exigéncia sobre o mapeamento é mais
fraca, isto é, exigimos apenas continuidade tanto da ida quanto da volta.

‘Em algumas literaturas, menos rigorosas, a invariancia sob difeomorfismos é conhecida como
invariancia sob Transformagoes Gerais de Coordenadas.
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segue por analogia as curvas planas ou espaciais, em R? e R respectivamente [2]. Sobre
uma carta (U, ), uma curva c(t) possui a seguinte representacdo em coordenadas: z
= poc: R — R™ Uma ilustracao desse mapeamento pode ser vista na Figura A.4.
Uma funcao f em uma variedade M é um mapeamento suave de M para a reta real,
veja a figura A.5 para uma ilustragdo. Dada uma carta (U, ¢), a representacao de f

em um sistema de coordenadas, particular, ¢ dado por f o ¢ %

R™ — R a qual é
uma fun¢do, valorada no ponto p de m variaveis, descritas por {z*}. Denotaremos
fungbes diferenciaveis em M por F(M). Além dos conceitos de curvas e fungoes em
variedades, existem grandezas, na maioria dos casos, que possuem direcao e sentido
para serem completamente caracterizadas. Para obtermos uma anélise fisica desses

tipos de fenémenos, em espacos curvos, necessitamos de uma definicao precisa sobre o

comportamento de campos vetorias e tensoriais sobre M.

Figura A.5: Representacao esquematica de uma curva em uma variedade m-
dimensional.

Geralmente, a idéia inicial que temos de um vetor associa-se, sempre, a um
segmento de reta orientado ou, uma “flexa”, que sai da origem de um determinado
sestema de coordenadas e conecta algum ponto do espaco. Esse conceito encaixa-se
perfeitamente quando estamos lidando com espacos Euclidianos e Semi-Euclidianos
(Minskowskiano), pois o transporte paralelo de vetores pode ser executado sem nen-
huma difculdade e a presenca de um sistema de coordenadas ja é algo intrinseco em

espacos com comportamento planar. Com efeito, operacoes de diferencas de vetores,
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situados em pontos distintos, processa-se, trivialmente, via um transporte paralelo,
veja a figura A.6. Precisamos, entao, responder a pergunta: como podemos entender
e definir vetores e derivadas direcionais em variedades, sendo que esse conceito inicial
nao faz sentido em um espago curvo? Em variedades, um vetor serd identificado como

sendo o vetor tangente a uma curva em M.

Figura A.6: Diferenca entre vetores mediada por um transporte paralelo em R2.

Os vetores tangentes sobre M generalizam a idéia de reta tangente a uma curva,
como no caso do Célculo de uma tnica variavel. Para definirmos um vetor tangente,
precisamos definir uma curva ¢ : (—A,\) = M e uma fung¢ao f : M — R. Definiremos
o vetor tangente no ponto ¢(0) como sendo a derivada direcional de uma funcao f(c(t))
ao longo da curva c(t) no ponto t = 0. A taxa de variacdo da fungdo f(c(t)) avaliada

no ponto t = 0 ao longo da curva é dado por:

df (c(t))
t=0
Em termos de um sistema de coordenadas local, obtemos
Of dxt(c(t))
A7
ox+  dt o (A.7)

Of 00 (x)

. of . . .
A derivada —f significa, precisamente,
oxH Tt

df (c(t
Em outras palavras, % no ponto t = 0 é obtido pela aplicacao do operador
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Figura A.7: Uma funcao f : M — R em sua representacao em coordenadas.

) (A9

:Xﬂ(%) = Xof=X[fl (A.9)

diferencial X em f, onde
L
¥ _ b 0 | PO dx*(c(t))
OxH dt

df (c(t))
dt

Isto é,

t=0

Note que, a dltima igualdade define a aplicacao de X, isto é, X o f. Definiremos,
agora, X = X#0/0x* como sendo o vetor® tangente a M no ponto p = ¢(0) ao longo
da direcao dada pela curva c(t).

Observe que, passando pelo mesmo ponto p € M existem uma infinidade de
curvas que nos fornecem vetores tangentes, via a derivada direcional a curva, em di-
recoes distintas, de modo que, podemos pensar em um conjunto, ou ainda, um espaco
vetorial responsavel por conter, em cada ponto p € M, esses vetores tangentes. De
fato, todos os vetores tangentes ao ponto p formam um espaco vetorial |3,13-15] que
chamamos de espago tangente a M no ponto p, denotado por T,M. Naturalmente,
para desenvolvermos a algebra associada a esses espagos, necessitaremos dos conceitos

fundamentais de base. Usaremos a notagdo, geralmente empregada nos livros sobre

SEm algumas literaturas ®, mais precisas, a definicio ¢ feita como operador de vetor tangente, pois

ele sempre age em alguma funcgao teste nesse caso nas fungoes que parametrizam a curva.
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Figura A.8: Uma curva ¢ e uma fungdo f definem um vetor tangente ao longo dessa
em termos da derivada direcional.

Relatividade Geral [13,16-19|, para nos referirmos aos vetores que formam uma base
para T,M. Consideraremos, entao, os vetores e, = 9/0z* (1 < p < m) como sendo
a base para T,M. A base {e,} é conhecida como base coordenada, de maneira
que, dado um vetor V' € T,M podemos descrevé-lo como V' = V*e,, os nameros V#
" sdo chamados as componentes do vetor V em relagao a base coordenada e,. Por
construcao, podemos notar que o vetor X existe independente da especificacao das co-
ordenadas locais que iremos usar para descrevé-lo. Contudo, essa arbitrariedade, sobre
a escolha do sistema de coordenadas, que é intrinseca aos vetores nos leva a ideia sobre
propriedades de transformacoes das componentes do vetor, em linguagem mais precisa,
ideia de transformagoes lineares® para mudanca de base. Assim, seja p € U; N U; e
consideremos as aplicagbes © = ¢;(p), y = ¢;(p). Podemos expressar um vetors X €
T,M de duas formas distintas,

0

A (A.10)

X =Xt—
oxH Ay

"Convencionaremos o uso de indice sobrescrito como referindo-se sempre a componetes de vetores
e indice subescrito para funcionais lineares (1 — forma) que veremos adiante.

8Ndo podemos confundir as transformacoes de mudanca de base que ocorrem localmente, isto
é, sobre o mesmo ponto da variedade que sao lineares, com as mudangas gerais de coordenadas
(Difeomorfismos).
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Como o vetor X, independe da escolha das coordenadas isso nos mostra que as com-

ponetes X* e X* sao relacionadas pela seguinte transformacao

e~ oy , 0 oyt 0
Xt =X"— = :
ox” pots ozxv  Ox¥ Oy*

(A.11)

Note que as componentes dos vetores se transformam de modo a cumprir a exigéncia

de invariancia do vetor sob uma escolha de sistema de coordenadas para analisi-lo.

Nota A.1.1 Adiantamos que a base para descrevermos o espago tangente T,M nao
precisa ser, necessariamente, {e,}. Veremos que as bases, ou descri¢oes chamadas de
vierbein® ou dreibein serdo largamente usadas na aprozimacao Hamiltoniana advinda

dos processos de folheacao do espago-tempo.

No intuito de podermos trabalhar com esses vetores de forma a termos como
mensurar valores escalares, ou seja, tirarmos informacoes desses vetores, tal que, pos-
samos associa-las a um niimero. Vamos introduzir o conceito de espago dual [2-4,7]onde
iremos conseguir, através de seus elementos, fazer operacoes com vetores e obter um es-
calar. De fato, como o espaco T,,M & um espago vetorial, existe um espaco dual a 7, M
dos Funcionais Lineares, denotado por T7M, de modo que, sua atuagiao nos elementos
de T}, M produz um escalar. Um elemento w : T,M — R é também chamado de vetor
dualou, no contexto de formas diferenciais [1, 3,4, 12|, uma 1-forma. Um exemplo
simples de uma 1 — forma é o diferencial df de uma funcao f € F(M). Lembremos
que a agao de um vetor V sobre uma funcio f é V o f = V#0f/0z" € R. Definiremos

a agao de df € Ty M sobre V' € T),M como se segue

af

<df,V>EVof:V“8xﬂ

eR (A.12)

Observe que podemos expressar nosso diferencial df em termos de coordenadas,
mesmo estando alicercados na arbitrariedade das coordenadas, como fisicos sempre
precisamos medir, entao, ¢ de suma importancia sua representagao em coordenadas.
Tome uma carta (U,p) onde p € U C M e z* € R™, tal que, z = ¢(p) como df

= (0f /Ox*)dz", naturalmente, iremos considerar {dz*} como sendo uma base para o

9Vierbein, palavra alema que significaria, ao pé da letra, quatro pernas e dreibein, trés pernas.
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espago dual 77 M. Temos ainda que, essa é uma base dual desde que tenhamos

(dxt,e,) = Ou =", (A.13)

o Oz #

Com efeito, uma 1 — forma qualquer w pode ser escrita como

w = wydx" (A.14)

Onde os termos w, sao as componetes do funcional w. Tome um vetor V' = V¥e, e
considere, ainda, uma 1 — forma w = w,dz*. O produto interno (,) : TyM x T,M —

R é definido por

(w, V) = (wuda, VFe,) = w,V*(dz" e,) = w, V' = w, V. (A.15)

Nota A.1.2 Observe que na definicao de produto interno, acima, estamos lhe dando
com dois objetos ligeiramente diferentes. O produto interno deve ser feito por um ele-
mento do espaco dos Funcionais Lineares com um elemento do espaco vetorial tangente
T,M. Na prozima secao, definiremos o conceito de métrica que nos permitird conectar

esses espacos, a priori, nao relacionados.

Assim como na Relatividade Especial, necessitamos de elementos maiores que
vetores para comportar alguns tipos de objetos fisicos, tais como, Energia-Momentum,
o Tensor Eletromagnético F'*" = 9,A” — 0, A", etc. Tais objetos sao generalizacoes de
vetores, sob uma determinada transformacao, denominados Campos Tensoriais. Um
tensor do tipo (q,r) é um objeto multilinear que mapeia ¢ elementos do espago dual
Ty;M e r elementos do espago tangente T,M a um niamero real. Iremos denotar o
conjunto dos tensores do tipo (g,r) no ponto p € M por T4 (M). Um elemento de

T.2,(M) & escrito em termos de uma base coordenada da seguinte forma:

T=T"M"e, ®.. Q¢, @dr" ®@..Qdz" (A.16)

V1...Up

Devemos ter em mente que tanto, vetores, tensores, etc., sao quantidades matemati-

cas que representam grandezas fisicas. No entanto, vemos que, por construcao, tais
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quantidades existem independentes da escolha das coordenadas, ou seja, os vetores e
tensores sao invariantes sob transformacoes de coordenadas, porém, suas componentes
podem nao o ser. A definicao, fisica, dessas quantidades requer a presenca de uma
transformacao, assim, quando dizemos que uma dada quantidade ¢ um vetor ou um
escalar devemos especificar em relacao a que transformacao: rotacao, Lorentz, Difeo-
morfismos, etc. Um exemplo interessante sobre esse aspecto, reside no fato do tensor de
Christoffel se transforma sob difeomorfismos como um verdadeiro tensor, entretanto,
suas componentes, conhecidas como simbolos de Christoffel, nao se transformam como
um tensor, mas a definicao formal, do tensor, em si, é feita de forma que ele se trans-
forme como tensor. Assim, a definicao das componentes de um tensor qualquer do tipo
(q,r) é feita ao consideramos a aplicacao deste em uma base desejada, como se segue.
Considere uma base para 7,2 (M) formada pelos elementos do espago dual e tangente

{€uss o gy da™, ..., da¥ }, as componentes de um tensor T' € 79 (M) é dada por

Ty e =T e (em ®..0¢e, ®dr" ®...® dx”r> (eoé1 R..Qer dr" ®...® dxﬂq>
(A.17)
A acao do tensor sobre qualquer vetor ou vetor dual, é mediada pelo produto interno

definido anteriormente, de forma que,
(d:c”l ® .. ®d:c“r) (eal ®..9 em) = (d2", e0,) ® ... @ (dz" e0,) = 0 ...6% . (A.18)
Obviamente essa defini¢ao nos leva a uma construcgao linear de

QUM Q" T,M = R (A.19)

Assim, como um exemplo de aplicacio, considere V; = Ve, (1 < i < r) e uma forma w;
= w;,dzt (1 <i<¢q). A agao de um tensor 7" sobre eles nos leva a um valor numérico

da seguinte maneira

T(wry ooy wgs Vi, o, Vi) = THE MW g, VIV (A.20)

Vi...Up
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Vimos que a presenca do espaco tangente é algo de suma importancia para po-
dermos tratar do célculo em variedades. Nesse contexto, vemos que podemos definir
mapeamentos que podem nos levar a outra variedades ou, até mesmo, sair de um espaco
vetorial tangente T, M e ser mapeado em um nimero ou na reta real. Naturalmente,
poderiamos nos perguntar se as propriedades de curvas e seus respectivos vetores tan-
gentes, bem como sua decomposi¢ao em coordenadas, teriam como ser de certa forma
mantidas nos espacos imagens. Em outras palavras, haveria alguma maneira, precisa,
de “induzir”, nos mapeamentos das vairedades, espacos tangentes imagens sobre os pon-
tos imagiados, por exemplo, por um funcao infinitamente diferenciavel, isto é, f € C>7
Veremos que isso é possivel via o que denominaremos de mapas induzidos e pullback.

Vejamos uma figura ilustrativa sobre o proposto.

Figura A.9: Um mapeamento f : M — N induz um mapeamento diferencial f, : T, M
= Ty V-

Um mapeamento suave f : M — N induz, naturalmente, um mapeamento f,
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chamado de mapeamento diferencial, como visto na figura acima, e é definido por
fe: TpM — Tf(p)N. (A.Ql)

Para obtermos uma forma explicita para f, devemos recorrer a definicao de vetor
tangente, caractrerizado pela derivada direcional, ao longo da curva. Se g € F(N),
temos que go f € F(M). Considere um vetor V' € T,M agindo sobre a func¢ao definida

pela composicdo go f levando a um namero real Vo (go f). Defina f,V € Ty como
(fV)oV =Vo(gof) (A.22)

Agora, tomemos uma carta (U, ¢) sobre a variedade M e (Q, ) sobre N,

(fV)o(gol(y) =Vol(gofoyr '(z) (A.23)

onde estamos considerando z = ¢(p) e y = £(f(p)). Seja V = Ve, e f.V = W,.
Portanto, pela definicao acima, temos:

0 0
W gyalo° M) =V'a—lgo foe (2]

Observe que, se tomarmos um caso particular, onde g = y“, obtemos uma relacao entre

as componentes dos vetores W* e VH#,

e =y giu (2). (A.24)

Vemos, entao, que a matriz que relacionada a mudanca de coordenadas para o vetor na
respectiva aplicacao entre variedades, a priori disitintas, nada mais é que o Jacobiano
da aplicacao f : M — N. O mapeamento f, é estendendido, de forma natural, para
tensores do tipo (g, 0), fi: T, (M) = Tg!;,) (V). Consideremos um exemplo ilustrativo
sobre essas aplicagoes. Seja (z', 2%) e (y', 3, y*) coordenadas para as variedades M e N,
respectivamente, tome V' = ae; + bey sendo o vetor tangente no ponto p caracterizado

pelas coordenadas (z!,z?). Considere f : M — N uma aplicagao cuja representagao
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em coordenadas seja y = (2!, 22, /1 — (21)2 — (22)2). Assim,

a

0y

WV =VF
/ oxH

y' Y
ea = ae1 +bex — [ a= + = |es. (A.25)
Y Y

Assim, como uma aplicacao f : — N entre duas variedades induz um mapea-
mento entre os elementos dos respectivos espacos tangentes, é natural, imaginarmos
que essa aplicacao induziria um mapeamento entre os espacos duais associados as var-

iedades no ponto a ser valorado a aplicacao. Com efeito, o mapeamento definido como

Observe que f, vai na mesma direcao que a aplicacao f, entretanto, f, vai em direcao
contréria, ou seja, ele é induzido de forma que sua imagem pertenca ao espaco dual
do T, M por isso o denominaremos pullback. A vantagem de definirmos o pullback esta
intimamente ligada a necessidade de termos como calcular o produto interno, dantes
definido. Podemos, entao, avaliar objetos, a priori em espacos distintos, através da
definigao de pullback. Levando elementos do espago dual Ty N de volta a variedade M,
para podermos contrai-los com uma determinada quantidade vetorial. Assim, conside-
remos um vetor V€ T,M e w € TN, o pullback de w mediado pelo mapeamento f*
é definido por

(f V) =(w £iV) (A.27)

Um esboco do que ¢ feito através do pullback pode ser visto na figura abaixo.
Observe que até agora, ao trabalharmos com as propriedades do calculo em va-
riedades s6 nos atemos ao processo de avaliacao de fungoes, vetores, funcionais lineares
e tensores em um dado ponto. No entanto, gostariamos de avaliar grandezas vetoriais
que se situam em pontos distintos de uma variedade ou, até mesmo, pensar na evolugao
de um determinado vetor tangente. Devemos, entao, buscar por uma ferramenta que
nos propicie compreender o comportamento deste com respeito a mudancga de dire-
cionamento da curva. Afim de obtermos informacoes de vetores em pontos distintos

temos duas opg¢oes, inserir uma conezdo (que veremos na proxima se¢ao) ou fazer uso

81



Apéndice A: Variedades Diferenciaveis.

Figura A.10: Processo de mapeamento induzido e seu respectivo pullback.

do que chamamos de fluzo e a respectiva derivada de Lie'®. Um campo vetorial sobre
a variedade M é obtido, tomando-se um vetor tangente v|, em cada ponto p € M. Na
maioria das vezes iremos considerar apenas uma vizinhanca de algum ponto, ao invés
da variedade inteira. Uma outra maneira de visualizarmos um campo vetorial ¢ ima-
ginar que nossa variedade é preenchida por curvas, nao-interceptantes, parametrizadas
através dos pontos da variedade; veja a figura abaixo.

Seja X um vetor em M. Uma curva'® definida pelo vetor X, isto ¢, as linhas de
fluxo geradas pelo vetor X é dada pelo vetor tangente de ¢(t) em cada ponto z(t), ou
seja, X|,. Tome uma carta (U, ), obtemos entao que

dzt

= X =t (A.28)

Agora que introduzimos o conceito de fluxo, iremos precisar avaliar diferenca de ve-

10A derivada de Lie serd muito empregada quando fizermos a decomposicio das Equacdes de Einstein
em 3 + 1 na aproximacao hamiltoniana.

HEstaremos considerando em nossos calculos curvas regulares [2,4, 7], isto é, em cada ponto da
de(t

(*) # 0.

curva exigimos que 7
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Figura A.11: Um campo vetorial v tangente a curvas, que sao as linhas de fluxo do
vetor v. Em cada ponto p, o vetor v(p) ¢ elemento do espago tangente T, M.

tores que se situam em pontos distintos de uma curva gerada pela linha de fluxo de
um determinado vetor tangente. Para isso iremos fazer uso da derivada de Lie. Antes
de introduzirmos uma definicao a respeito dessa maneira de computar diferencas, de-
vemos definir o comutador entre dois vetores e algumas proposigoes a respeito. Uma
abordagem alternativa € dada em [3], onde se leva em conta a consideracao que o fluzo
pode ser visto como um gerador de trasformacoes de um grupo de um pardmetro. Ire-
mos apresentar as propriedades da derivada de Lie e suas implicacoes de uma maneira
axiomética, seguindo [16]. Com efeito, vimos que um campo vetorial v pode ser con-
siderado como um operador diferencial agindo em fungoes como v : f — v o f.

Naturalmente, poderiamos considerar o comutador entre dois desses tais operadores,

[u,vlof=uo(vof)—vo(uo/f). (A.29)

Isso nos leva a um resultado que é novamente uma derivagao, isto ¢, um operador
diferencial de primeira ordem agindo sobre func¢oes, mesmo, a priori, parecendo que
[u, v] o f involve derivadas de segunda oredem sobre f. Contudo, a operacao [u,v]o f
é equivalente a algum campo vetrorial agindo em f. Esse vetor denotado por [u,v] é

chamado o comutador entre u e v. Segue, entao, as proposi¢oes sobre o comutador.

Proposicao A.1.1 (a) Segue da definicao do comutador que ele satisfaz as pro-
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priedades de linearidade e a regra de Leibnitz'?. Por essa razio, [u,v] é um

campo vetorial.

(b) As componentes ¢ do comutador [u, v] em termos das componentes u® e u® em

um sistema local de coordenadas dado pela base {e,}, sio dadas pela expressio

B B
([u,v))’ = = uaai e

= axa v %. (A30)

0 4
(c) See, = gy forem as coordenadas dos vetores da base definidadas por uma carta
xa

(U, ) levando a um sistema de coordendas {x®}, entao [eq,es] = 0.

Demonstragdo (a) As propriedades de linearidade sdo Obvias; a regra nao
trivial é a de Leibnitz. Para verificarmos a regra de Leibnitz, calculemos [u,v] o (fg),

onde iremos considerar f e g sendo C*:

[u,v]o(fg) =uo(gvo f+ fvog)—vo(guof+ fuog)
=guo(vof)+ fuo(vog)—gvo(uof)— fvo(uog)+ (uog)(vo f)
—(uo f)(vog)—(vog)(uo f)—(vo f)(uog)

= ([u,v]of)g+f[u,v]og.

(b) De maneira direta podemos usar a representacao em bases coordenadas e,

12A regra de Leibnitz em relacdo a campos vetoriais ¢ dada por vo (fg) = (vo f)g + fvog.
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donde obtemos:

[u,v] = (u0a) (7 05) = Y (v°0a) (uDp)

a,fB a,B

_Zu v 6a65+2( 8Uﬁ>
a B
_;Uauﬁaaag—z< aza> €g

a”B

o’ o, A
:Z(uo‘a—;a— 8ZQ>65—ZC €3-
.,

Isso nos mostra que [u,v] é, de fato, um operador diferencial de primeira ordem, e

) N 5 o’ 8u5
também nos fornece uma expressao para suas componentes ¢ = u®*— —
dze ' o
(c) Para fungoes suaves (C*) f(x',...,z™), temos que
0o 0 0o 0
f

0re 0B’ 9xP Oxo

De acordo com um teorema muito bem conhecido no célculo de vérias variaveis [7,9].
Portanto, concluimos que as bases coordenadas e, comutam entre si. [

Agora que ja definimos como o comutador entre dois vetores age em funcdes,
iremos introduzir de maneira axiomatica, isto é, iremos assumir algumas propriedades
desejaveis para essa operacao. Lembremos que um campo vetorial v age como uma
derivada direcional sobre funcoes escalares. A deriwada de Lie L, com respeito a um
campo vetorial v ¢ uma operacao diferencial muito importante e pode ser aplicada
tanto em escalares como tensores. Depois iremos dar uma interpretagao geométrica
para L.

Gostariamos que L, agisse da maneira usual que as derivadas direcionais agem

sobre funcgoes escalares f,

Lof=vof (A.31)

Além disso, Ly deveria possuir as seguintes propriedades, linearidade e Leibnitz, porém,
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de maneira que seja aplicavel a tensores arbitrarios A, B:

Lo(A+ B) = Ly(A) + Ly(B), (A.32)
LJA®B) = Ly(A)® B+ A® Ly(B), (A.33)
Lo(AoB)=L(A)oB+ Ao Ly(B), (A.34)

Onde A ® B é o produto tensorial'® e A o B quaisquer pares de tensores A e B. Como
veremos mais adiante, essas propriedades definirdao de maneira tnica a acao de Ly
sobre qualquer tensor. Consideremos f como uma funcao escalar e u, v sendo vetores,
esperamos que

Ly(wo f) = [Ly(u)]o f+uoLy(f)

Usando a prorpiedade dada pela Eq.(A.35), podemos reescrer a equagao acima como

vo(uof)=[Lyof+uo(vef)

Assim, obtemos

Lo(w)o f=vo(uof)—uo(vof)=[v,uof.

Em outras palavras, a derivada de Lie £, de um campo vetorial u é, em prética, nada

mais que o comutador entre os vetores v e u,

Lou=|v,u] =—L,v.

Em termos da notagao de indices, obtemos para um determinado sistema local de

coordenadas, as componentes da derivada de Lie como

ou® ov”
a B _ B
(Lyu)® = E VSE T agE (A.35)

E importante observarmos que a derivada de Lie £,u possui uma dependéncia

nas derivadas do veotor que gera o fluxo, sobre o qual, executamos a diferenca entre

3Para uma defini¢ao precisa sobre produtos tensoriais vide [4,12,22].
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vetores. Poderiamos dizer que, do ponto de vista matematico, a derivada de Lie nao
é local, ou seja, ela se aplica dentro de um comprimento caracteristico e nao depende
exclusivamente do ponto mas, do ponto e de uma vizinhanca imediata. Em particular,

se u, v sao campos vetoriais e £ é uma funcao escalar temos
Leyu=ELyu — (wof)v.

Para mostrarmos essa propriedade, devemos usar o fato da antisimetria do comutador

junto com a regra de Leibnitz para Ly:

Levu = [ev,u] = —[u,6v] = —La(eV)
— L6V — ELu(v)

=—(uo&)v+£ELyu

Finalmente, iremos agora entender como se processa a derivagao de Lie para um
caso mais geral de tensores e formas e concluiremos com uma interpretacao geométrica
sobre o que a derivada de Lie realmente faz. Considere, agora, uma 1 — forma w e um

campo vetorial u. Baseados no dltimo axioma sobre a derivada de Lie, temos que
Ly(wou)=Ly(w)ou+wo Ly(u).
Por outro lado, w o u é uma fungao escalar, assim pela Eq.(A.35) obtemos
Ly(wou)=vo(wou).

Dai, a derivada de Lie de uma 1— forma w em relacao a um campo veotial v é também

uma 1 — forma Lyw que age em um vetor arbitrario u da seguinte maneira
(Lyw)ou=vo(wou)—wol[v,ul.

Para um determinado sistema local de coordenadas, obtemos a seguinte notacao em
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indices, lembrando que, o, é uma alusao ao produto interno entre formas e vetores,

temos

vo (wou) =vo (weu”{dz®, e,)) = v°0s(wau®).

= 07 Opwau® + vPw,du.
Por outro lado, temos

wo [v,u] = (w,dz", (v’0u® — u’sv™)eq,)

= wavﬂaﬁua - wauﬁﬁgva.
Com efeito, obtemos, em notagao de componentes, sendo que (Lyw)ou = (Lyw),udy:
(Lyw), = vP0pw, + w, 050" (A.36)

A agao da derivada de Lie sobre tensores arbitrarios pode ser obtida de maneira
analoga, utilizando-se dos axiomas e as decomposicoes em sistemas de coordenadas.
Como um exemplo, consideremos 7" sendo uma forma bilinear com valores vetoriais,
isto é, T' & um tensor misto do tipo (1,2), ou ainda, T'(u,v) é um vetor. Percebemos,
entao, que a notacao em indices para esse tensor poderia ser Tofﬁ. Portanto, a derivada

de Lie [LwT)(u,v) & definida como
[LwT(u,v) = [w,T(u,v)] = T([w, u],v) = T(u, [w, v]).
Em notacao de indice, temos
(LT )ng = v"0,To5 + T2,050" + Trp0av™ — Ts0,0™,

A derivada de Lie possui propriedades especiais quando lhe damos com vetores
que constituem as bases coordenadas locais que podem ser expressas pela seguinte

proposicao

Proposicao A.1.2 Seja {z"} coordenadas locais de uma determinada variedade e con-
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sideremos a base padrao {0/0x"} = {e,} e {dz"} no espago tangente e cotangente,

respectivamente. Temos

(a) A derivada de Lie das bases coordenadas em relagao a outro elemento da base ou

de uma 1 — forma sao identicamente nulas.
L. (e,) =0, L (dx")=0.

(b) Um tensor de rank abrbitrdrio (m,n) descrito por um sistema local de coordenadas
possui a sequinte decomposi¢cao em componentes. Considere, em particular, um

tensor T do tipo (1,2) representado por T, , escrito por

Se for conhecido que L. ,\T = 0, significa que as componentes Ty sao independentes

da coordenada x'.

A demonstracdo dessa proposi¢ao é bem direta e pode ser encontrada em [16].

Para podermos ver de maneira geométrica o funcionamento de uma derivada de
Lie, iremos considerar dois fluxos distintos que usaremos a notagdo o(s,x) e 7(t, ),
onde s e t sao os respectivos parametros da curva. Podemos ver que a derivada de Lie
mede a diferenca de um vetor em um ponto da curva com um vetor transportado ao
longo da curva o(s,x) como mostra a figura abaixo.

De maneira geométrica podemos ver que o comutador associado & derivada de
Lie nos mostra a nao comutatividade entre os fluxos gerados pelos vetores considerados.
Seja o (s, x) e 7(t, x) dois fluxos gerados por campos vetoriais X e Y. Se movermos um
deles por um parametro infinitesimal ¢ ao longo do fluxo o, depois por § ao longo de
7, assim a diferenca entre as coordenadas desses dois pontos é proporcional & derivada
de Lie. Podemos imaginar que os pontos da vizinhanga ao redor do ponto inicial é
transportada através das linhas de fluxo desejado a um ponto nas proximidades; vemos
que essa vizinhanca é, de certa forma, deformada ao longo do transporte. Vejamos a

figura A.13.

89



Apéndice A: Variedades Diferenciaveis.

Figura A.12: Para compararmos um vetor Y|, com um vetor, sob a mesma curva,
Y|o.(a), 0 ultimo deve ser transportado de volta ao ponto z pelo mapeamento (o_)..

Figura A.13: A derivada de Lie [X,Y] nos fornece informagao sobre a quantidade que
falta para fecharmos o paralelogramo.
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