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RESUMO

NEVES, Bruno Carvalho, M. Sc., Universidade Federal de Viçosa, Julho de 2012
Uma Proposta para a Construção de Espaços de Hilbert na Gravi-
tação Quântica via Laços. Orientador: Daniel Heber Theodoro Franco. Co-
orientadores: Afranio Rodrigues Pereira e Winder Alexander de Moura Melo.

Nosso trabalho é uma proposta para a construção do espaço de Hilbert Cine-

mático da Gravitação Quântica via Laços, a�m de recuperarmos a separabilidade por

meio de uma ferramenta utilizada na análise de sinais. Utilizamos o formalismo de

frames no intuito de remover a redundância das estruturas de moduli em grafos de alta

valência, sem recorrermos a extensão do conjunto de difeomor�smos.
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ABSTRACT

NEVES, Bruno Carvalho, M. Sc., Universidade Federal de Viçosa, July, 2012 A
Proposal for Construction of Hilbert Space in Loop Quantum Gravity.
Adviser: Daniel Heber Theodoro Franco. Co-advisers: Afranio Rodrigues Pereira
and Winder Alexander de Moura Melo.

Our work is a proposal for a construction of the Kinematic Hilbert Space of

Loop Quantum Gravity, in order to recover the separability through a tool used in

signal analysis. We use the formalism of frames in order to remove the redundancy

of the moduli structures in high valence graphs, without resorting to set extension of

di�eomorphism.
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Capítulo 1

Introdução e Motivação

O espaço e o tempo prendem a imaginação mais do que qualquer outro tema

cientí�co. Eles compõem o cenário da realidade, é a verdadeira fonte de inspiração

na busca de um entendimento do caráter fenomenológico da Natureza. Toda nossa

existência, tudo o que fazemos, pensamos e vivenciamos, ocorre em alguma região

do espaço durante um determinado intervalo de tempo. Entretanto, a ciência ainda

busca compreender o que são, na verdade, o espaço e o tempo. Serão eles entidades

físicas reais ou simplesmente abstrações úteis? Se forem reais, serão elementares ou

terão componentes ainda mais fundamentais? Essas são algumas perguntas que ainda

pairam na mente dos pesquisadores. Espaço e tempo tomaram e ainda toma lugar nas

discussões no que tange a relevância de uma melhor compreensão da Natureza e tem

tido transformações e adquirido características distintas ao longo dos séculos.

Com o advento da Mecânica Quântica, abriu-se um novo horizonte rumo a

uma melhor compreensão dos fenômenos que governam o nosso mundo. Um novo

cenário foi estabelecido onde o determinismo, antes considerado um axioma na física,

foi rompido dando lugar a um mundo onde em sua essência reina a probabilidade e

incerteza. Por outro lado, uma nova teoria começou a mudar nosso entendimento do

espaço-tempo. A Relatividade Especial estabeleceu uma nova compreensão do espaço-

tempo, carregando em si um princípio fundamental: a causalidade. Alguns anos mais

tarde Einstein publica sua nova teoria onde novamente muda nossa compreensão do

universo, agora no que diz respeito à �Gravitacão�. Surge, então, a Relatividade Geral,

1



1.Introdução

onde o espaço-tempo adquire dinâmica e se curva na presença de Matéria-Energia. Com

efeito, a Relatividade Geral traz uma equivalência entre Geometria e Matéria-Energia,

isto é, matéria-energia �diz� ao espaço-tempo como se curvar e espaço-tempo �diz� a

matéria-energia como se mover.

A uni�cação entre Mecânica Quântica e Relatividade Especial deu origem ao

que conhecemos como Teoria Quântica de Campos e Partículas. O sucesso obtido

por essa teoria se traduz pela Eletrodinâmica Quântica, onde temos a maior precisão

entre teoria-experimento em física. Acreditamos que o universo é composto por quatro

interações fundamentais: Eletromagnética, Fraca, Forte e Gravitacional. Todas as

interações fundamentais se mostraram coerentes com a Teoria Quântica de Campos

exceto a Gravitação. A busca por uma teoria quântica que descreve à interação gravi-

tacional tem desa�ado por décadas a comunidade cientí�ca. Tentativas têm sido feitas

em busca de uma teoria da Gravitação Quântica. Um dos modelos propostos, conhecido

como Teoria das Supercordas, pretende dar uma descrição quântica e uni�cada para

todas as interações. Entretanto, traz consigo muitas outras di�culdades, tais como,

dimensões extras, problemas na compacti�cação das dimensões (Variedades de Calabi-

Yau), a dependência do plano de fundo (espaço-tempo) e etc.

Alternativamente, temos a Gravitação Quântica via Laços que é uma proposta

para uma teoria quântica da Relatividade Geral, sem levar em conta o �velho� sonho

de uma teoria uni�cada. O enfoque na gravitação de laços é completamente diferen-

te, partimos de uma Variedade Espaço-temporal M , globalmente hiperbólica, onde

podemos executar os processos de Folheação decompondo nosso espaço-tempo em uma

hiperfície (Cauchy) tipo-espaço mais o tempo, ou seja, M = R × Σ. De posse do

formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral, podemos construir a partir das equações de

Gauss-Codazzi e, de um ferramental de projeção das grandezas tensoriais fundamentais,

uma aproximação para a ação de Einstein-Hilbert [3,37,38]. Como nosso intuito é uma

teoria quântica, o objetivo é obtermos o formalismo hamiltoniano e a seguir utilizarmos

o processo de quantização canônica [48, 49]. No caso da gravitação via laços, existe

um algorítmo para quantização canônica, implementado por Dirac [48], que produz a

álgebra necessária.

2



1.Introdução

Esse trabalho, longe de ser uma revisão completa do formalismo da gravitação

quântica, possui como eixo temático o problema da separabilidade do espaço de Hilbert

Cinemático [49�51]. O problema surge basicamente quando temos grafos [49, 50] de

alta valência nos nós, ou seja, cada grafo possui pontos de intersecção e, o estudo

desses pontos, quando possuem alta valência, gera uma estrutura de moduli, no que

tange ao conjunto de difeomor�smos não estendido que, advém da invariância sob tais

transformações na Relatividade Geral. Em outras palavras, quando temos nós que

possuem valência de modo que os vetores tangentes às curvas que chegam ao ponto

considerado, são em quantidade que produz um conjunto mais que completo, ou seja,

existem vetores que são linearmente dependentes o conjunto se torna redundante.

A nossa proposta é utilizar o ferramental do estudo de análise de sinais, a saber,

bases generalizadas ou, simplesmente frames, de modo a produzir uma �ltragem dos

elementos redundantes e recuperar a separabilidade sem recorrer à extensão do con-

junto de difeomor�smos. No capítulo 2, a seguir, faremos uma revisão sobre os aspectos

introdutórios da Geometria Riemanniana e Relatividade Geral. No capítulo 3 intro-

duzimos o formalismo ADM da Relatividade Geral, como sendo um pano de fundo

para a construção da quantização canônica. No capítulo 4, apresentamos o problema

que desejamos atacar e o respectivo formalismo de frames como uma proposta para

eliminar a redundância do espaço de Hilbert HDiff . Um apêndice sobre os rudimentos

do cálculo em variedades é apresentado como uma base, matematicamente rigorosa,

para a Relatividade Geral. Muito trabalho ainda precisa ser feito a�m de obtermos

conclusões estáveis mas, uma jornada sempre começa com o primeiro passo.

3



Capítulo 2

Matemática da Relatividade Geral

2.1 Gravitação e Geometria

Dentre todas as interações que conhecemos a Gravitação assume um papel pro-

tagonista no nosso cotidiano. Os aspectos que trouxeram inspiração aos primórdios

das descobertas astronômicas, bem como seu funcionamento, se vinculam intimamente

à gravitação. No contexto da Relatividade Geral, seu caráter especial emerge do fato

de que o campo dinâmico, que caracteriza a interação gravitacional, é o tensor métrico

responsável por descrever a curvatura do espaço-tempo. Esse comportamento vai de

encontro à idéia, proto-newtoniana, de um campo adicional que se propaga no tecido

do espaço-tempo; essa foi a grande inspiração de Einstein. O princípio físico que guiou

Einstein foi a universalidade da interação gravitacional, como descrito pelo Princípio

da Equivalência. Vejamos como esse princípio nos leva a descrever a gravidade como

uma manifestação efetivamente geométrica [3, 13�15].

O Princípio da Equivalência possui uma variedade de formas, o primeiro deles é

conhecido como Princípio da Equivalência Fraco (PEF). O PEF diz, basicamente,

que a massa inercial e gravitacional de qualquer objeto deve ser a mesma. Existe uma

grande diferença conceitual entre esses dois tipos de massas consideradas. A massa

inercial, utilizada nas equações dinâmicas de Newton, diz respeito a di�culdade e/ou

resistência que um objeto produz no que tange a tentativa de variação do seu estado

de movimento, por intermédio de uma força. Com efeito, a segunda lei de Newton

4



2.Geometria Riemmaniana

relaciona a força exercida sobre um objeto e a respectiva aceleração alcançada por este

F = mia (2.1)

Por outro lado, temos a lei de gravitação universal de Newton, que poderia ser

vista como a propriedade dos corpos de atrairem uns aos outros. O campo de interação,

o mediador da força, é produzido pela propriedade de massa gravitacional, ou melhor,

produzido por uma �carga� gravitacional. A força é, então, proporcional ao gradiente

de um campo escalar Φ, conhecido como potencial gravitacional:

Fg = −mg∇Φ (2.2)

Percebemos a grande diferença conceitual e de aplicabilidade das massas gra-

vitacional mg e inercial mi. Contudo, Galileu observou que a resposta da matéria à

gravitação é universal, em outras palavras, a gravitação nos mostra ser a interação mais

�democrática� que existe, não distingue tamanho, quantidade nem forma. Ela age da

mesma maneira com toda matéria. Todo objeto cai com a mesma taxa de variação

da velocidade em um campo gravitacional (no caso da Terra 9, 8 m/s2), independen-

demente de sua composição. Na mecânica newtoniana isso é expresso pelo PEF, que

simplesmente nos diz

mi = mg (2.3)

Uma consequência imediata desse tipo de comportamento é que a queda livre é

universal, independente de sua massa, donde obtemos:

a = −∇Φ. (2.4)

O Princípio da Equivalência Fraco possui uma implicação que pode ser colo-

cada da seguinte maneira: Não há maneiras de se distinguir os efeitos de um campo

gravitacional dos efeitos de um referencial que se move com aceleração uniforme, sim-

plesmente observando o comportamento de partículas em queda livre. Imagine, por

exemplo, que um físico esteja em uma espaçonave em uma região longe o bastante de

5



2.Geometria Riemmaniana

quaisquer in�uência gravitacional. Considere ainda que o observador não consiga visu-

alizar onde ele se encontra. Se a espaçonave estiver em repouso todos os instrumentos

de medida, bem como o próprio observador, estarão �utuando em um ambiente �sem�

gravidade. Se em um dado instante, a espaçonave começa a acelerar em uma determi-

nada direção a uma taxa de 9, 8 m/s2, o observador estará �caindo� na direção oposta

à aceleração. No momento que tocar o solo da espaçonave, não tem como distinguir

se ele está em repouso, na superfície da Terra, ou se está de maneira coorporativa com

uma nave que acelera em uma região pequena do espaço sem in�uência gravitacional.

Figura 2.1: Esboço da ação do princípio da equivalência.

Podemos perceber que o princípio da equivalência fraco não diz respeito às

demais interações existentes como, por exemplo, a Eletrodinâmica. As descobertas

e pesquisas no ramo da eletricidade e magnetismo foram de certa forma espetacu-

lares no âmbito da capacidade do homem em criar e avaliar modelos que descrevem o

comportamento do cosmo. Faraday, Maxwell, entre outros, observaram o comparta-

mento singular do que chamamos de Eletromagnetismo. Entretanto, a relatividade do

movimento galileana, que se mostrava compatível com toda Mecânica Clássica, estava

sendo uma �pedra� no caminho da Teoria Eletromagnética. As equações de Maxwell

se mostravam incoerentes às transformações de referencial feitas pela transformada de

Galileu.

As observações experimentais corroboravam com a teoria eletromagnética, porém,

coube a Einstein abrir mão do dogmatismo newtoniano, presente na comunidade cien-

tí�ca da época, e propor algo revolucionário sobre o nosso entendimento de espaço

e tempo. A partir dos trabalhos de Lorentz, sobre transformações lineares de co-
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2.Geometria Riemmaniana

ordenadas, Einstein percebeu que estas levavam a uma covariância perfeita para o

Eletromagnetismo. Contudo, deveriamos abrir mão da compreensão de espaço e tempo

absolutos e olharmos para uma grande fusão entre espaço e tempo (como enfatizado

por Minkowski) formando a malha ou o tecido do espaço-tempo, onde todos os eventos

tomam lugar. Com o advento da Relatividade Especial, o conceito de massa perdeu

sua unicidade, passando a se mostrar como uma manifestação de energia e momen-

tum. Einstein mostrou que matéria e energia eram, na verdade, duas faces de uma

mesma moeda e, para um referencial em repouso, elas se relacionam pelo quadrado

da velocidade da luz (E = m c2). Pareceu natural para Einstein, então, generalizar o

PEF para o princípio que �cou conhecido como Princípio da Equivalência de Ein-

stein: Em regiões pequenas o su�ciente do espaço-tempo, as leis da física se reduzem

as da relatividade especial; é impossivel detectar a existência de campo gravitacional

através de experimentos locais. No contexto da relatividade especial e, levando-se em

conta a equivalência entre aceleração e campo gravitacional, automaticamente Ein-

stein percebeu que um feixe luminoso atravessando digamos, a espaçonave do exemplo

citado acima, para o observador que se move aceleradamente, a luz pareceria se mover

em uma trajetória curva. Com efeito, para que pudessemos generalizar a relativi-

dade especial, a �m de acoplarmos a gravitação, o papel da geometria se mostrou

evidente. O espaço-tempo não mais seria o palco aonde os eventos acontecem e sim

uma manifestação dinâmica na presença de matéria-energia. O papel da curvatura

desse espaço seria uma medida do que conhecemos como �força gravitacional�. Em

outras palavras, o espaço-tempo curva-se na presença de matéria-energia e essa geome-

tria curva caracteriza a gravitação de Einstein. Agora, o campo gravitacional passa

a ser determinado pelo comportamento da métrica e para isso devemos recorrer a um

instrumental matemático conhecido como variedades diferenciáveis. Para detalhes

acerca de variedades e o cálculo em variedades vide apêndice.
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2.Geometria Riemmaniana

2.2 Geometria Riemanniana e Relatividade Geral

A Relatividade Geral é considerada, ao lado da Mecânica Quântica, uma das

teorias físicas mais bem estabelecidas, descrevendo o que conhecemos como gravitação.

Essas duas teorias descrevem ambientes, a priori, desconectados: o Macrocosmo e o

Microcosmo,( das galáxias aos quarks), traçando e organizando o comportamento da

matéria-energia que conhecemos. A Relatividade Geral ou, às vezes, chamada de Geo-

metrodinâmica é fundamentada sobre a geometria diferencial, isto é, cálculo tensorial

em espaços curvos. Naturalmente, para formularmos leis físicas, precisamos de equações

diferenciais para esses tipos de vetores e tensores sobre a variedade espaço-temporal.

Por sua vez, essas equações envolvem derivadas desses vetores e campos tensoriais em

várias direções e necessitamos, então, de uma derivada direcional agindo sobre tensores

arbitrários.

Primeiramente, poderíamos imaginar, que a derivada de Lie Lv (vide apêndice)

poderia ser usada com esse �m. Entretanto, vemos que, na realidade, ela não age

como uma verdadeira derivada direcional pelo fato de depender do comportamento,

na vizinhança imediata ao ponto, digamos, p ∈ M , do campo vetorial e não apenas

da sua valoração pontual. A de�nição da derivada que irá cumprir as exigências re-

quer informações sobre como conectar espaços tangentes situados em pontos distintos,

TpM e Tp′M . Se pudermos de�nir tal conexão [3, 13, 15, 16, 21] poderemos subtrair

tensores em diferentes pontos da variedade. Para isso iremos de�nir uma outra estru-

tura em nossa variedade, a�m de fazermos produto interno entre vetores e que guiará

o comportamento dinâmico da gravitação: tensor métrico. De posse dessas duas es-

truturas, conseguiremos obter as equações de Einstein que governam a dinâmica do

campo gravitacional.

2.2.1 Tensor Métrico

Na geometria euclidiana elementar, o produto interno ou, produto escalar, entre

doi vetores u e v é de�nido pela operação u · v =
∑m

i=1 uivi, onde ui e vi são as

componentes dos vetores em Rm. Em uma variedade, o produto interno é de�nido,

8



2.Geometria Riemmaniana

pontualmente, em cada espaço tangente TpM . Estaremos trabalhando no âmbito da

geometria Riemanniana e semi-Riemanniana (Lorentziana) [4, 20, 21], donde segue a

seguinte

De�nição 2.2.1 Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana g

sobre M é um tensor do tipo (0, 2) sobre M satisfazendo os seguintes axiomas em cada

ponto p ∈ M :

(i) gp (u, v) = gp (v, u),

(ii) gp ≥ 0, onde a igualdade é válida se e, só se, u = 0.

Lembremos que sempre que usarmos vetores em variedades, estamos nos referindo ao

espaço tangente ao ponto observado. Assim, u e v ∈ TpM e gp é a métrica valorada

no ponto p ∈ M . De modo geral, o tensor métrico deve seguir as exigências usuais do

produto interno.

Um tensor g do tipo (0, 2) é chamado uma métrica semi-Riemanniana se satisfaz

(i) e (ii′) se gp (u, v) = 0 ∀ u ∈ TpM , então v = 0. Na de�nição de produto interno

entre o espaço tangente e seu dual(vide apêndice), onde V ∈ TpM e seu dual ω ∈ T ∗pM

de�niam a aplicação 〈 , 〉 : T ∗pM × TpM → R. Entretanto, com a existência de uma

métrica, podemos de�nir o produto interno entre dois vetores distintos no TpM , através

de gp(u, v), onde gp : TpM × TpM → R. Na verdade, Riez mostrou [12,23,24] que há

um isomor�smo entre TpM e T ∗pM mediado pela presença da métrica.

Considere uma carta (U,ϕ) em M e {xµ} o sistema local de coordenadas asso-

ciado. Como g ∈ T 0
2 (M), podemos expandí-lo em termos do produto tensorial entre

as bases do espaço dual dxµ ⊗ dxν como

gp = gµν(p)dx
µ ⊗ dxν . (2.5)

Naturalmente, vemos que as componentes do tensor métrico gµν(p) podem ser obtidas

ao agirmos com o tensor nos vetores da base coordenada.

gµν(p) = gp(eµ, eν) = gνµ (p ∈M).

9



2.Geometria Riemmaniana

Figura 2.2: Isomor�smo entre o espaço tangente e seu dual mediado pela métrica gp.

Pode-se mostrar [3, 16] que assocido ao tensor métrico usual gµν , existe sua inversa,

denotado por gµν , de modo que, gµν gνα = δαµ . Assim, o isomor�smo entre TpM e T ∗pM

pode ser expresso como

ωµ = gµνu
ν , uµ = gµνων . (2.6)

Através das equações relacionadas à métrica, vemos que podemos relacioná-las

a ideia usual de distância quadrática: tome um deslocamento in�nitesimal dxµeµ ∈

TpM então o tensor métrico atua sobre este da seguinte forma:

ds2 = g

(
dxµeµ, dx

νeν

)
= dxµdxνg(eµ, eν)

= gµνdx
µdxν

Podemos também pensar no tensor métrico como uma representação matricial, de

modo que, a matriz (gµν) é uma matriz simétrica, onde seus autovalores são todos

reais. Se g é uma métrica Riemanniana, todos os seus autovalores são estritamente

10
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positivos, ao passo que, se g for semi-Riemanniana, alguns de seus autovalores podem

ser negativos. Se temos i elementos positivos e j elementos negativos, o par (i, j) é

chamado de assinatura da métrica. Se, por exemplo, j = 1, a métrica é dita ter uma

assinatura Lorentziana. Se (M, g) é Lorentziana, os elementos de TpM são divididos

em três classes distintas 2.3:

(i) g(u, u) > 0 −→ u é do tipo-espaço,

(ii) g(u, u) = 0 −→ u é do tipo-luz,

(iii) g(u, u) < 0 −→ u é do tipo-tempo.

Figura 2.3: Cone de Luz e as denominações especí�cas dos vetores nas referidas incli-
nações.

2.2.2 Transporte Paralelo, Conexão e Derivação Covariante

Um campo vetorial X pode ser visto como a derivada direcional agindo sobre

funções f ∈ F(M) (vide apêndice) de modo que X : f 7→ X ◦ f . Contudo, ainda não

11
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conseguimos de�nir derivadas direcionais agindo sobre campos tensoriais do tipo (q, r),

que emerge das estruturas diferenciais da variedade M . Iremos de�nir uma estrutura

chamada conexão, que nos informará como tensores podem ser transportados ao longo

de uma curva. Precisamos de um mecanismo que nos permita fazer um transporte

paralelo de um tensor ao longo de um curva para realizarmos as operações de subtração

de vetores em pontos distintos da variedade. Para tanto, de�nimos a seguir o que

chamamos de conexão a�m.

De�nição 2.2.2 Uma conexão a�m ∇ é uma aplicação ∇ : X (M) × X (M)→ X (M)

ou, ainda, (X, Y ) 7→ ∇XY que satisfaz as seguintes condições:

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ (2.7)

∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ (2.8)

∇(fX)Y = f∇XY (2.9)

∇X(fY ) = (X ◦ f)Y + f∇XY (2.10)

onde f ∈ F(M) e X, Y, Z ∈ X (M).

Tome uma carta (U,ϕ) com um sistema local de coordenadas x = ϕ(p) sobre

M , e de�na as funções Γλνµ denominada de coe�cientes de conexão de maneira que

∇eνeµ ≡ ∇νeµ = Γλνµeλ (2.11)

onde {eµ} são as bases coordenadas de TpM . Os coe�cientes de conexão nos dizem

como os vetores da base variam ponto a ponto. De posse da atuação de ∇ sobre os

vetores da base, podemos calcular a atuação de ∇ sobre quaisquer vetores. Assim, seja

V = V µeµ e W = W νeν elementos do espaço tangente TpM . Daí, temos que

∇VW = V µ∇eµ(W νeν) = V µ

(
eµ[W µ]eν +W ν ∇eµeν︸ ︷︷ ︸

coef

)

= V µ

(
∂Wα

∂xµ
+W νΓαµν

)
eα.

12



2.Geometria Riemmaniana

Por de�nição, ∇ mapeia dois vetores V eW a um novo vetor dado pela equação

acima, cuja α-ésima componente é V µ∇µW
α, onde

∇µW
α ≡ ∂Wα

∂xµ
+ ΓαµβW

β (2.12)

Note que, ∇VW é um vetor que independe de derivadas ao longo do vetor que gera o

�uxo, a saber V , diferentemente da derivada de Lie (vide apêndice) LVW = [V,W ].

Nesse sentido, a derivada covariante é uma generalização da derivada direcional de

funções1 para tensores. Interessante notar, pela Eq.(2.12), que a derivada covariante

é composta pela derivação cartesiana (Euclidiana ∂) mais um termo de correção sobre

o vetor transportado. Assim, podemos observar que ao realizarmos um transporte

paralelo de um vetor ao longo de uma curva sobre M , o vetor, de certa forma, adquire

alguma informação sobre a curvatura associada a variedade. Os coe�cientes de conexão

seriam responsáveis por carregar essa informação extra. Vejamos a �gura 2.2.4 como

uma ilustração. Vemos que para fazer essa derivação covariante, precisamos fazer um

transporte do nosso vetor e, assim como em espaços Euclidianos, devemos de�nir o que

chamamos de transporte paralelo em M .

Considere uma curva na variedade M , podemos de�nir o transporte paralelo de

um vetor ao longo desta. Seja c : (−λ, λ) → M uma curva em M . Tome uma carta

(U,ϕ) cujas coordenadas são x = ϕ(p). Seja X uma campo vetorial de�nido ao longo

de c(t),

X|c(t) = Xµ(c(t))eµ|c(t)

Se X satisfaz a condição

∇VX = 0 ∀t ∈ (−λ, λ) (2.13)

X é dito ter sofrido um transporte paralelo ao longo de c(t), onde V = d/dt =

(dxµ(c(t))/dt)eµ|c(t) é o vetor tangente a curva. A condição acima pode ser escrita

1Devemos observar que a derivada covariante de uma função escalar, digamos f , nada mais é que
a própria derivação cartesiana ∂ na direção do vetor tangente considerado.
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Figura 2.4: Transporte de um vetor, por uma conexão, ao longo de um curva em M e,
a absorção de informação sobre a curvatura da variedade.

em termos de um sistema local de coordenadas da seguinte forma

∇dxµ/dteµ(Xνeν) =
dxµ

dt
∇µ(Xνeν)

=
dxµ

dt

(
∇µX

ν︸ ︷︷ ︸ eν +Xν ∇µeν︸ ︷︷ ︸
)

=
dxµ

dt

(
∂µX

νeν +XνΓαµνeα

)

= ∂µX
ν dx

µ

dt
eν + Γαµν

dxµ

dt
Xνeα, α
 ν.

=

(
dXν

dt
+ Γνµα

dxµ

dt
Xα︸ ︷︷ ︸
)
eν = ( 0︸︷︷︸)eν

.

donde, obtemos a seguinte equação em componentes:

dXν

dt
+ Γνµα

dxµ

dt
Xα = 0 (2.14)
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Agora, considere que desejamos trasportar, paralelamente, o próprio vetor tangente V ,

nesse caso , teremos ∇V V = 0 de maneira que:

∇dxµ/dteµ(dxν/dteν) =

(
∇µ(

dxν

dt
)eν +

dxν

dt
∇µeν︸ ︷︷ ︸

)
dxµ

dt
= 0

=

(
∂µ
dxν

dt
eν + Γλµν

dxν

dt
eλ

)
dxµ

dt

=

(
d

dt

∂xν

∂xµ︸︷︷︸
δνµ

eν + Γλµν
dxν

dt
eλ

)
dxµ

dt

=

(
d

dt
eµ + Γλµν

dxν

dt
eλ

)
dxµ

dt
, µ→ λ

=

(
d2xλ

dt2
+ Γλµν

dxν

dt

dxµ

dt

)
eλ = 0

A curva c(t) será chamada de geodésica. As geodésicas são, de certa maneira, as curvas

mais �retas� possíveis em uma variedade Riemanniana. Sua equação em componentes

é da forma
d2xλ

dt2
+ Γλµν

dxν

dt

dxµ

dt
= 0. (2.15)

Na mecânica Newtoniana, a trajetória de partículas livres é dada pela menor

curva possível, que na verdade, é uma reta. Einstein percebeu que essa propriedade

deveria também ser satisfeita na Relatividade Geral, desde que gravidade seja entendida

como parte da geometria do espaço-tempo. De fato, podemos interpretar a equação

da geodésica como sendo uma generalização da segunda lei de Newton, onde o termo

geométrico seria responsavél pela ação universal da gravitação. Daí, segue que uma

partícula em queda livre deverá seguir trajetórias ditadas pela geodésica associada, ou

seja, a menor curva possível conectando dois pontos do espaço-tempo.
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2.2.3 Derivada Covariante de Campos Tensoriais

Como ∇X possui o signi�cado de uma derivada, é natural de�nirmos a derivada

covariante de f ∈ F(M) como sendo a derivada cartesiana (euclidiana) usual, ou seja,

∇Xf = X ◦ f = Xµ∂µf.

O último axioma sobre a conexão a�m nos mostra a regra de Leibnitz,

∇X(fY ) = (∇Xf)Y + f∇XY.

Devemos inserir essa validade quando tratamos com produtos tensoriais,

∇X(T1 ⊗ T2) = (∇T1)⊗ T2 + T1 ⊗ (∇T2). (2.16)

A Eq.(2.16) deve ser também verdadeira mesmo quando temos contração de alguns

índices de um tensor arbitrário. A partir disso, podemos calcular a ação da derivada

covariante de uma 1 − forma ω ∈ T ∗pM . Lembremos que a ação de uma 1 − forma

sobre veores do espaço tangente nos leva a um escalar, isto é, 〈ω, Y 〉 ∈ F(M) para Y

∈ X (M), contudo, temos

X ◦ (ω ◦ Y ) = ∇X(ω ◦ Y ) = ∇Xω ◦ Y + ω ◦ ∇XY.

Escrevendo ambos os lados da equação acima em termos de componentes, temos

(∇Xω)ν = Xµ∂µων −XµΓλµνωλ. (2.17)

Particurlamente, se X = eµ, obtemos

(∇Xω)ν = ∂µων − Γλµνωλ. (2.18)

Para ω = dxν , temos que

∇µdx
ν = −Γνµλdx

λ. (2.19)
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A generalização para um tensor de rank arbitrário segue em analogia. Agora, vejamos

como a derivada covariante atua sobre o tensor métrico, isto é, queremos calcular as

componentes (∇νg)αβ. Para isso, devemos recorrer à de�nição de métrica g = gµν dx
µ

⊗ dxν .

∇eν (gαβdx
α ⊗ dxβ) = (∇νgαβ)dxα ⊗ dxβ + gαβ(∇νdx

α︸ ︷︷ ︸)⊗ dxβ + gαβdx
α ⊗ (∇νdx

β︸ ︷︷ ︸).
= ∂νgαβdx

α ⊗ dxβ + gαβ(−Γανµdx
µ)⊗ dxβ + gαβdx

α ⊗ (−Γβνµdx
µ).

= ∂νgαβdx
α ⊗ dxβ − Γµναgµβdx

α ⊗ dxβ − Γµνβgαµdx
α ⊗ dxβ. (µ� α eµ� β)

Assim, aplicando ∇νg em uma base de vetores coordenados {eµ} e, utilizando-se das

propriedades de produto interno, obtemos:

(∇νg)αβ = ∂νgαβ − Γλναgλβ − Γλνβgαλ. (2.20)

2.2.4 Conexão Métrica, Curvatura e Torção

Ao investigarmos como uma conexão arbitrária ∇ se relaciona à derivação carte-

siana (euclidiana) ∂, veri�camos que ∇ − ∂ atua sobre vetores exibindo um compor-

tamento linear (sem envolver derivadas dos geradores de �uxo.). Em virtude desse

fato, para um dado vetor X a operação ∇X − ∂X é, na verdade, uma transformação

linear. Equivalentemente, podemos dizer que ∇ − ∂ é um funcional linear, isto é, uma

transformação-valorada, 1− forma e poderíamos escrever:

∇− ∂ ≡ Γ; (∇X − ∂X)Y = Γ(X)Y.

O tensor Γ é chamado de tensor de Christo�el da conexão ∇ em relação a um

sistema local de coordenadas {xµ} onde ∂ é a derivação cartesiana. Para uma derivada

cartesiana �xa ∂, várias escolhas de Γ produziriam diferentes tipos de conexão ∇.

Assim, o tensor de Christo�el Γ parametriza todas as possíveis derivadas covariantes

∇. Daí, vemos que não há uma maneira única para descrevermos como um vetor

é transportado paralelamente ao longo de uma curva e, nossa tarefa, será escolher

uma conexão que seja físicamente plausível. Agora que nossa variedade está munida
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com uma estrutura métrica, podemos fazer algumas restrições de caráter físico para

as possíveis conexões. Iremos demandar que as componentes do tensor métrico gµν

sejam covariantemente constante, ou seja, se dois vetores X e Y são transportados

paralelamente ao longo de uma curva, logo o produto interno entre eles deve permanecer

constante sob o transporte. Essa condição é físicamente aceitável, visto que, é razoável

exigírmos que as magnitudes (comprimentos) dos vetores e/ou tensores não se alterem

ao longo de um transporte paralelo. Seja V um vetor tangente a uma curva arbitrária,

ao longo da qual vetores são paralelamente trasportados. Então devemos ter

0 = ∇V [g(X, Y )] = V ν [(∇νg)(X, Y ) + g(∇νX, Y ) + g(X,∇νY )]

= V νXαY β(∇νg)αβ.

onde estamos levando em consideração que ∇νX = ∇νY ≡ 0, isto é, estamos con-

siderando que os vetores X e Y são �localmente constantes� na direção do vetor V .

Como isso é verdade2 para quaisquer curvas e vetores, deveremos ter:

(∇νg)αβ ≡ 0 (2.21)

ou ainda, recorrendo à Eq.(2.20),

∂νgαβ − Γλναgλβ − Γλνβgαλ = 0. (2.22)

Se a condição acima (Eq.2.22 ) for satistfeita, a conexão a�m ∇ é dita ser compatível

com a métrica . Consideraremos sempre conexões compatíveis com a métrica. Observe

que podemos fazer permutações cíclicas dos índices (ν, α, β). Primeiro, consideremos

a seguinte permutação:

2Deve �car claro que, matematicamente, essa propriedade não é, necessariamente, assegurada.
Estamos fazendo uma imposição física sobre o comportamento dos vetores.
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∂αgβν − Γλαβgλν − Γλανgλβ = 0 (2.23)

∂βgνα − Γλβνgλα − Γλβαgλν = 0 (2.24)

Combinando-se (−2.22) + (2.23) + (2.24), obtemos:

− ∂νgαβ + ∂αgβν + ∂βgνα + Γλναgλβ︸ ︷︷ ︸−Γλαβgλν −
︷ ︸︸ ︷
Γλβνgλα + +

︷ ︸︸ ︷
Γλνβgαλ

− Γλανgλβ︸ ︷︷ ︸−Γλβαgλν = 0

Juntando os termos em destaque, obtemos:

− ∂νgαβ + ∂αgβν + ∂βgνα +

(
Γλνα − Γλαν︸ ︷︷ ︸
antissimetrico

)
gλβ −

(
Γλαβ + Γλβα︸ ︷︷ ︸
simetrico

)
gλν+

(
Γλνβ − Γλβν︸ ︷︷ ︸
antissimetrico

)
gλα = 0

Observe que temos dois termos antissimétricos e um termo simétrico, de maneira

que, podemos de�nir T λνα = 2Γλ[να] ≡ Γλνα − Γλαν , e de�nindo Γλ(αβ) ≡
1

2

(
Γλαβ + Γλβα

)
,

podemos reescrever a equação acima da seguinte maneira

−∂νgαβ + ∂αgβν + ∂βgνα + T λναgλβ + T λνβgλα − 2Γλ(αβ)gλν = 0 (2.25)

O tensor T λνα é antissimétrico em relação aos índices subescritos, ou seja, T λνα = − T λαν

e é chamado de tensor das torções. A Eq.(2.25) pode ser resolvida para Γλ(αβ), onde
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obtemos:

1

2
(−∂νgαβ + ∂αgβν + ∂βgνα) +

1

2

(
T λναgλβ + T λνβgλα

)
= Γλ(αβ)gλν

=⇒ Γλ(αβ) gλνg
νκ︸ ︷︷ ︸

δκλ

=
1

2
gνκ(−∂νgαβ + ∂αgβν + ∂βgνα) +

1

2

(
T λνα gλβg

νκ︸ ︷︷ ︸+T λνβ gλαg
νκ︸ ︷︷ ︸
)
,

=⇒ Γλ(αβ) =
1

2
gνλ(∂αgβν + ∂βgνα − ∂νgαβ) +

1

2

(
Tβ

λ
α + Tα

λ
β

)

Assim, de�nindo
{
λ
αβ

}
≡ 1

2
gνλ(∂αgβν + ∂βgαν − ∂νgαβ) como sendo os símbolos de

Christo�el, temos a seguinte equação:

Γλαβ =
{
λ
αβ

}
+

1

2

(
Tβ

λ
α + Tα

λ
β

)
. (2.26)

Finalmente, os coe�cientes de conexão são dados por

Γλαβ = Γλ(αβ)︸ ︷︷ ︸
simetrico

+ Γλ[αβ]︸︷︷︸
antissimetrico

=
{
λ
αβ

}
+

1

2

(
Tβ

λ
α + Tα

λ
β + T λαβ

)
.

O segundo termo da última expressão é chamado de contorção, denotado por Cλ
αβ:

Cλ
αβ ≡

1

2

(
Tβ

λ
α + Tα

λ
β + T λαβ

)
. (2.27)

Se o tensor torção for identicamente nulo sobre nossa variedade M , a conexão métrica

∇ é chamada de conexão de Levi-Civita. Adiantamos que, em muitos livros-textos

introdutórios de Relatividade Geral, usa-se sempre conexões de Levi-Civita mas uma

generalização pode sempre ser feita ao considerarmos espaços com torção e/ou con-

torção.
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2.Geometria Riemmaniana

2.2.5 Curvatura e Torção

A derivação parcial usual de funções escalares em relação a algum sistema local

de coordenadas {xµ} possui a propriedade de comutação3,

∂µ∂νf = ∂ν∂µf.

Naturalmente, poderíamos nos perguntar se essa propriedade se estende à derivação

covariante. Logo, queremos avaliar se a seguinte propriedade é assegurada

∇µ∇νf = ∇ν∇µf. (2.28)

Estamos analisando essa propriedade de maneira particular, isto é, usando um sistema

local de coordenadas. A�m de olharmos de maneira mais geométrica (sem explicitarmos

coordenadas), iremos contrair a equação acima com dois vetores arbitrários XµY ν e

reescrever o resultado acima como se segue:

XµY ν∇µ∇νf = Xµ∇µ(Y ν∇νf)− (Xµ∇µY
ν)(∇νf)

= X ◦ (Y ◦ f)− (∇XY ) ◦ f.

Assim, a propriedade de comutação nos fornece

(∇XY −∇YX) ◦ f = X ◦ (Y ◦ f)− Y ◦ (X ◦ f) ≡ [X, Y ] ◦ f.

Concluímos, então, que para uma conexão arbitrária ∇ a comutatividade não é, neces-

sariamente, válida. Para descrevermos a extensão para derivação covariante, em relação

a essa propriedade, de�nimos o tensor torção4,

T (X, Y ) ≡ ∇XY −∇YX − [X, Y ] (2.29)

3Lembremos que estamos considerando sempre classes de funções suaves, ou seja, f ∈ C∞.
4Para uma demonstração de que a torção é um campo tensorial, vide [3, 13,16].
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2.Geometria Riemmaniana

Uma outra quantidade que também traduz, de maneira intrínsica, aspectos da geome-

tria da variedade é o Tensor de Curvatura de Riemann, de�nido da seguinte forma

R(X, Y, Z) ≡ ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (2.30)

Pode-se mostrar [3, 4, 16, 21, 23] que tanto o tensor de torção quanto o tensor

de Riemann são campos tensorias do tipo (1, 2) e (1, 3), respectivamente. Como T

e R são campos tensoriais, suas operações sobre vetores são obtidas uma vez que

conhecemos sua atuação sobre os vetores de uma base coordenada. Em relação a uma

base coordenada {eµ} e uma base dual {dxµ}, as componentes desses tensores são dadas

por

T λµν = 〈dxλ, T (eµ, eν)〉 = 〈dxλ,∇µeν −∇νeµ − [eµ, eν ]︸ ︷︷ ︸
0

〉

= 〈dxλ,Γξµνeξ − Γξνµeξ〉 = Γλµν − Γλνµ.

Analogamente para o tensor de Riemann, temos

Rα
βµν = 〈dxα, R(eµ, eν)eβ〉 = 〈dxα,∇µ∇νeβ −∇ν∇µeβ −∇[eµ, eν ]︸ ︷︷ ︸

0

eβ〉

= 〈dxα,∇µ(Γξνβeξ)−∇ν(Γ
ξ
µβeξ)〉

= 〈dxα, (∂µΓξνβ)eξ + ΓξνβΓηµξeη − (∂νΓ
ξ
µβ)eξ − ΓξµβΓηνξeη〉

= ∂µΓανβ − ∂νΓαµβ + ΓξνβΓαµξ − ΓξµβΓανξ.

A grande motivação para a introdução do conceito de curvatura está em des-

crever em detalhes o desvio da geometria de uma variedade, nas proximidades de um

ponto, dàquela obtida em uma geometria planar. Uma descrição direta e apresentando

o caráter intrínsico da geometria pode ser obtido usando o conceito de transporte para-

lelo. Iremos agora demonstrar o papel geométrico do tensor de curvatura de Riemann

em um trasporte in�nitesimal. Assim se transportarmos um mesmo vetor a um ponto
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2.Geometria Riemmaniana

da variedade por caminhos distintos, C e C ′, o resultado da diferença é proporcional à

curvatura da variedade. Com efeito, tome um paralelogramo in�nitesimal pqrs cujas

coordenadas são {xµ}, {xµ + εµ}, {xµ + εµ + δµ} e {xµ + δµ}, respectivamente, com εµ

e δµ sendo in�nitesimais. Se transportarmos um vetor V0 ∈ TpM ao longo de C = pqr,

obteremos um vetor VC(r) ∈ TrM . O vetor V0 transportado para o ponto q ao longo

de C, como mostra a �gura 2.5, é dado por

V µ
C (q) = V µ

0 − V κ
0 Γµνκ(p)ε

ν

Figura 2.5: Transporte paralelo de um vetor V0 em p ao longo de dois caminhos. A
curvatura mede a diferença entre os dois vetores.

De maneira análoga, temos que

V µ
C (r) = V µ

C (q)− V κ
C (q)Γµνκ(q)δ

ν

onde, obtemos

V µ
C (r) = V µ

0 − V κ
0 Γµνκ(p)ε

ν −
(
V κ

0 − V α
0 Γκβα(p)εβ

)(
Γµνκ(q)︸ ︷︷ ︸ δν).

Observe que as componentes do tensor de Christo�el Γµνκ(q) são valoradas no ponto
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2.Geometria Riemmaniana

q. Entretanto, precisamos de informações dessas componentes em relação ao ponto p,

assim, devemos fazer uma expansão em série de Taylor5 em torno desse ponto, isto é,

Γµνκ(q) = Γµνκ(p) + ∂λΓ
µ
νκ(p)ε

λ +O(2) + ...

Substituindo essa expansão, temos

V µ
C (r) ' V µ

0 − V κ
0 Γµνκ(p)ε

ν −
(
V κ

0 − V α
0 Γκβα(p)εβ

)(
Γµνκ(p) + ∂λΓ

µ
νκ(p)ε

λ
)
δν

' V µ
0 − V κ

0 Γµνκ(p)ε
ν −

(
V κ

0 Γµνκ(p)δ
ν + V κ

0 ∂λΓ
µ
νκε

λδν
)
−
(
V α

0 Γκβα(p)εβΓµνκ(p)δ
ν +

+ V α
0 Γκβα(p)εβ∂λΓ

µ
νκ(p)ε

λδν
)

V µ
C (r) ' V µ

0 − V κ
0 Γµνκε

ν − V κ
0 Γµνκδ

ν − V κ
0

(
∂νΓ

µ
λκ − ΓανκΓ

µ
λα

)
ενδλ.

De maneira análoga, vemos que ao transportarmos o vetor V ao longo do caminho C ′,

obtemos

V µ
C′(r) ' V µ

0 − V κ
0 Γµνκδ

ν − V κ
0 Γµνκ − V κ

0

(
∂βΓµακ + ΓνακΓ

µ
νβ

)
εαδβ.

Fazendo-se a diferença entre esses dois vetores, temos

V µ
C′(r)− V µ

C (r) ' V κ
0

(
∂αΓµβκ − ∂βΓµακ + ΓνακΓ

µ
νβ − ΓνακΓ

µ
βν

)
εαδβ

' V κ
0 R

µ
καβε

αδβ.

Assim, vemos que o transporte paralelo de um vetor é caminho dependente, onde essa

dependência é expressa através da curvatura presente na variedade. De maneira análoga

podemos ver a presença da torção como uma fenomenologia geométrica. Nesse caso,

podemos mostrar [3,16,21] que o tensor de torção mede o quão falho é o fechamento de

um paralelogramo in�nitesimal, via um transporte paralelo como mostra a �gura 2.6.

Do tensor de curvatura de Riemann, podemos construir duas quantidades im-

portantíssimas através de uma contração de índices. O tensor de Ricci, é do tipo (0, 2)

5Note que estamos considerando pontos tão próximos quanto se queira, de modo que, termos
quadráticos nas distâncias não irão contribuir de maneira efetiva.
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2.Geometria Riemmaniana

de�nido por:

Ric(X, Y ) ≡ 〈dxµ, R(eµ, Y )X〉 (2.31)

Ricµν = Ric(eµ, eν) = Rα
µαν (2.32)

e o escalar de curvatura R que é obtido por mais uma contração de índices como se

segue,

R ≡ gµνRic(eµ, eν) = gµνRicµν . (2.33)

Figura 2.6: O vetor qr2(sr1) é o vetor ps (pq) trasportado paralelamente a q(s). Em
geral, r1 6= r2 e a torção mede a diferença r2r1.

2.2.6 Conexão de Levi-Civita e Equação de Einstein

Entre as várias conexões existentes temos uma conexão especial chamada de

conexão de Levi-Civita, onde exigimos que nossa variedade apresente torção nula. Uma

conexão ∇, onde o tensor torção é nulo, é chamada conexão simétrica. Em termos de

um sistema local de coordenadas, os coe�cientes de conexão de uma conexão simétrica
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2.Geometria Riemmaniana

deve satisfazer

Γαµν = Γανµ (2.34)

Neste contexto, temos o seguinte

Teorema 2.2.1 Sobre uma variedade (Semi-)Riemanniana (M, g), existe uma única

conexão simétrica compatível com a métrica g. Essa conexão é chamada de Conexão

de Levi-Civita.

A demonstração desse teorema é bem simples e pode ser encontrada em [3,16].

Considerando ∇ uma conexão satisfazendo o teorema acima, temos que o tensor

de curvatura de Riemann é proporcional às derivadas primeiras das componentes de

Christo�el que satisfazem a seguinte equação

Γαµν =
{
α
µν

}
=

1

2
gαβ(∂µgνβ + ∂νgµβ − ∂βgµν).

onde, podemos reescrever o tensor de curvatura de Riemann como função da métrica

e de suas derivadas,

Rαβµν =
1

2

( ∂2gαµ
∂xβ∂xν

− ∂2gβµ
∂xα∂xν

− ∂2gαν
∂xβ∂xµ

+
∂2gµν
∂xα∂xβ

)
+ gξκ(Γ

ξ
αµΓκβν − ΓξανΓ

κ
βµ)

onde, Rαβµν ≡ gακR
κ
βµν , satisfaz as seguintes simetrias,

R[αβ]µν = −Rβαµν (2.35)

Rαβ[µν] = −Rαβνµ (2.36)

R(αβ)(µν) = Rµναβ (2.37)

Ricµν = Ricνµ (2.38)

De posse desse formalismo, já conseguimos visualizar a beleza intrínseca do compor-

tamento geométrico do cálculo em variedades. Para obtermos as equações de Einstein

necessitamos do seguinte
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2.Geometria Riemmaniana

Teorema 2.2.2 (Teorema de Bianchi) Seja R o tensor Riemann de�nido em relação

à conexão de Levi-Civita. Então, R satisfaz as seguintes identidades:

R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0 (2.39)

(∇XR)(Y, Z)V + (∇ZR)(X, Y )V + (∇YR)(Z,X)V = 0 (2.40)

Estas identidades são chamadas de primeira e segunda Identidades de Bianchi, respec-

tivamente. Iremos demonstrar a primeira das identidades, pois a segunda segue em

analogia. Para demonstrarmos essas idendtidades, como sugere Nakahara [3], deve-

mos de�nir o que chamamos de simetrizador S, donde S{f(X, Y, Z)} = f(X, Y, Z)

+ f(Z,X, Y ) + f(Y, Z,X). Observe que S{R(X, Y )Z} nos produz o lado esquerdo

da Eq.(2.39). Naturalmente, o simetrizador de zero é identicamente zero. Assim, a

expressão S{R(X, Y )Z} = 0 nos gera a primeira Identidade de Bianchi. Por hipótese,

estamos considerando um espaço com conexão de Levi-Civita; logo, T (X, Y ) = ∇XY

− ∇YX − [X, Y ] ≡ 0. Tome a derivação covariante da torção com respeito a um vetor

Z assim, obtemos

0 = ∇Z

(
∇XY −∇YX − [X, Y ]

)
= ∇Z∇XY −∇Z∇YX −

(
∇[X,Y ]Z + [Z, [X, Y ]]

)
Note que, pela conexão de Levi-Civita T (X, Y ) ≡ 0 ∀ X, Y ∈ X (M). Assim, como

[X, Y ] é também um vetor, podemos escrever

T ([X, Y ], Z) = ∇[X,Y ]Z −∇Z [X, Y ] + [Z, [X, Y ]] = 0

=⇒ ∇Z [X, Y ] = ∇[X,Y ]Z + [Z, [X, Y ]].

Daí, aplicando-se o simetrizador, temos

S{0} = S{∇Z∇XY } − S{∇Z∇YX} − S{∇[X,Y ]Z} − S{[Z, [X, Y ]]}

=⇒ 0 = S{∇Z∇XY −∇Z∇YX −∇[X,Y ]Z} − S{[Z, [X, Y ]]}
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Observe que S{[Z, [X, Y ]]} é na verdade a Identidade de Jacobi [3, 5, 13, 16], ou seja,

S{[Z, [X, Y ]]} ≡ 0 e, lembrando da de�nição de tensor de curvatura, temos

[∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z = R(X, Y )Z

S{R(X, Y )Z} = 0

=⇒R(X, Y )Z +R(Z,X)Y +R(Y, Z)X = 0. �

Dado um sistema local de coordenadas, podemos reescrever às Identidades de Bianchi,

como

Rα
βµν +Rα

µνβ +Rα
νβµ = 0 (2.41)

(∇αR)κ βµν + (∇µR)κ βνα + (∇νR)κ βαµ = 0. (2.42)

=⇒∇αR
κ
βµν +∇µR

κ
βνα +∇νR

κ
βαµ = 0 (2.43)

Contraindo os índices κ e µ na segunda Identidade de Bianchi, obtemos

=⇒∇αRicβν +∇µR
µ
βνα −∇νRicβα = 0 (2.44)

Se contraírmos os índices β e ν, teremos

gβν∇αRicβν + gβν∇µR
µ
βνα − gβν∇νRicβα = 0 (2.45)

(∇αR)− (∇µRic)
µ
α − (∇µRic)

µ
α = 0 (2.46)

∇µ(Rδ − 2Ric)µα = 0 (2.47)

Finalmente, podemos reescrever a Eq. (2.47), considerando α 7→ ν, da seguinte forma

∇µG
µν = 0, (2.48)

onde Gµν é o tensor de Einstein de�nido por

Gµν = Ricµν − 1

2
gµνR. (2.49)
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O que Einstein percebeu é que, num âmbito geral, o tensor Energia-Momento, T µν , res-

ponsável por caracterizar a matéria-energia do espaço-tempo é covariantemente conser-

vado. A teoria da Relatividade Geral, então, nos mostra uma igualdade entre matéria

e geometria. Em outras palavras, nas equações de Einstein temos uma nova fusão

de conceitos, podemos ver o que a presença de matéria-energia produz um caráter

geométrico curvo na variedade espaço-temporal e o grau dessa curvatura é traduzido

como o que conhecemos por campo gravitacional. Assim, as equações de Einstein

podem ser escritas como se segue:

Ricµν −
1

2
gµνR = κTµν . (2.50)

onde a constante κ = −8πG e G é a constante de Newton para a gravitação. Uma

maneira interessante de se obter essa constante é feita em [13], considerando-se uma

aproximação de campo fraco ou, de outra maneira, em [14] através da aproximação

linear da gravitação.
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Capítulo 3

Formalismo 3 + 1 da Gravitação

Desejamos trabalhar com uma tentativa de quantização da gravitação Ein-

steineana. A�m de olharmos para uma gravitação quântica, o processo natural para

quantização de campo é termos uma descrição Hamiltoniana e, a partir desta, in-

troduzir o processo de quantização canônica. A quantização canônica é proporcionada

pela Gravitação Quântica via Laços e, para galgarmos rumo à escala de Planck (LPlanck

= 10−33 cm) da Relatividade Geral, necessitamos introduzir o formalismo ADM1 da

Geometrodinâmica. Para tanto, devemos introduzir uma aproximação conhecida como

formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral. Essa aproximação é alicerçada no �fati-

amento� da nossa variedade quadri-dimensional (espaço-tempo) em superfícies tridi-

mensionais (hiperfícies).

Veremos que essas hiperfícies tem de ser do tipo-espaço, de maneira que a

métrica induzida sobre as hiperfícies, por uma variedade, seja Riemanniana ( assi-

natura positiva-de�nida). De um ponto de vista matemático, esse procedimento nos

permitirá formular as equações de Einstein como um problema de Cauchy vinculado.

Informalmente, essa aproximação nos permite �separar� ou, decompor, o espaço-tempo

em �espaço� + �tempo�, de maneira que podemos avaliar a evolução temporal da hiper-

fície tridimensional.
1Formalismo proposto por Arnowitt, Deser e Misner (ADM) no início da década de 60.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

3.1 Geometria de Hiperfícies

A noção de hiperfície é base para o formalismo 3 + 1 da relatividade geral. A

priori, esse tratamento é completamente independente das equações de Einstein, porém,

imprescindível para estas. Uma introdução elementar de hiperfícies é apresentada

em [17, 37, 38]. Faremos uma apresentação menos elaborada, no que tange a detalhes

de geometria diferencial, mas que nos guiará ao problema de Cauchy para a gravitação.

De�nição 3.1.1 Uma hiperfície Σ de M é a imagem de uma variedade 3-dimensional

Σ por uma imersão Φ : Σ → M :

Σ = Φ(Σ) (3.1)

Exigindo que a imersão Φ : Σ → Σ seja um homeomor�smo, isto é, uma aplicação

injetiva (um-a-um), onde tanto Φ quanto Φ−1 são contínuas como mostra a Fig. 3.1.

Uma imersão injetiva garante que toda hiperfície não intersepte consigo mesma.

Por outro lado, assim como em cálculo usual [3,7,8], uma hiperfície pode ser de�nida,

localmente, como um conjunto de pontos nos quais um campo escalar em M , digamos

t, é constante:

∀p ∈M, p ∈ Σ⇐⇒ t(p) = 0. (3.2)

Estaremos assumindo que Σ seja uma subvariedade conexa [1, 2, 7] de M com topolo-

gia do R3. Daí, podemos introduzir um sistema local de coordenadas em M , xµ =

(t, x, y, z), tal que t gera R e (x, y, z) são coordenadas cartesianas que geram o R3.

Σ é de�nida através da condição, em coordenadas, que t = 0 e uma forma explicíta

da imersão Φ pode ser obtida, fazendo-se a consideração xI = (x, y, z) como sendo as

coordenadas da variedade 3-dimensional Σ

Φ : Σ −→ M

(x, y, z) 7−→ (0, xI).

A imersão Φ leva curvas em Σ em curvas na variedade M . Naturalmente, Φ

leva vetores em Σ a vetores emM . Em outras palavras, a imersão induz uma aplicação
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

entre os espaços tangentes Tp(Σ) e TpM como visto no capítulo anterior.

Figura 3.1: Imersão Φ de uma variedade 3-dimensional em uma 4-dimensional M ,
de�nindo a hiperfície Σ = Φ(Σ).

Φ∗ : Tp(Σ) −→ Tp(M)

v = vIeI 7−→ Φ∗v = (0, vI)

onde vI denota as componentes do vetor v em relação aum sistema local de coordenadas

eI de Tp(Σ). Analogamente, a imersão inversa Φ∗ age entre os elementos dos respectivos

espaços duais T ∗p (M) e T ∗p (Σ) como dantes de�nido

Φ∗ : T ∗p (M) −→ T ∗p (Σ)

ω 7−→ Φ∗ω : Tp(Σ) → R

v 7→ 〈ω,Φ∗v〉.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Lembremos que o pull-back pode ser estendido, naturalmente, a formas multilineares

sobre Tp(M) da seguinte forma:

∀(v1, ..., vn) ∈ Tp(Σ)n, Φ∗T (v1, ..., vn) = T (Φ∗v1, ...,Φ∗vn).

Um caso de suma importância, em relação ao pull-back, é o da sua operação

em uma forma bilinear g, ou seja, a métrica do espaço-tempo, que de�ne uma métrica

induzida sobre Σ:

h ≡ Φ∗g (3.3)

h é conhecido como primeira forma fundamental de Σ. Iremos usar uma nomenclatura

mais compacta de h, como sendo a 3-mtrica para nos referirmos à métrica induzida.

Observe que

∀(u, v) ∈ Tp(Σ)× Tp(Σ), u.v = g(u, v) = h(u, v)

Considerando-se uma sistema local de coordenadas2 xI = (x, y, z) de Σ, as componentes

da 3-métrica h são da seguinte forma

hIJ = gIJ . (3.4)

Note que as componentes de gIJ são na verdade parte do tensor da variedade completa.

(gµν)4×4 =

 g00 . . .

...

(
gIJ

)
3×3


4×4

De�niremos as hiperfícies como sendo

• tipo-espaço quando a métrica h for positiva, isto é, de assinatura (+,+,+);

• tipo-tempo quando a métrica h é Lorentziana, isto é, de assinatura (−,+,+);

• nula se a métrica é degenerada. isto é, possui assinatura do tipo (0,+,+).

2Iremos sempre usar letras latinas para índices que percorrem o conjunto {1, 2, 3}.
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3.1.1 Vetor Normal e Curvatura Extrínseca

Dado um campo escalar t em M de modo que a hiperfície Σ é de�nida como

sendo uma superfície de nível e t, o gradiente 1− forma dt é normal a Σ, no sentido

que para todo vetor v tangente a Σ, 〈dt,v〉 = 0. O dual métrico a dt, ou seja, o vetor

∇t (cujas componentes são ∇αt = gαµ∇µt = gαµ(dt)µ) é um vetor normal a Σ que

satisfaz as seguintes propriedades

• ∇t é do tipo-tempo se e, só se, Σ é do tipo-espaço;

• ∇t é do tipo-espaço se e, só se, Σ é do tipo-tempo.

• ∇t é nula se e, só se, Σ é nula.

Devemos notar que o vetor ∇t de�ne uma direção normal única para Σ e que aponta

para a direção de máximo crescimento do campo escalar que descreve Σ. Em outras

palvras, quaisquer vetores normais a Σ, devem ser colineares a ∇t : v = c∇t, com c

∈ R. Para os caso em que nossa hiperfície é não-nula, podemos normalizar o vetor

gradiente ∇t a�m de torná-lo unitário, da seguinte forma

n ≡
(
±∇t .∇t

)−1/2

∇t (3.5)

com o sinal + para hiperfície do tipo-tempo e − para tipo-espaço. Naturalmente, o

vetor n é unitário por construção, de fato,

n .n = −1 seΣ (tipo− espaco), (3.6)

n .n = 1 seΣ (tipo− tempo). (3.7)

Se Σ é do tipo-espaço ou tipo-tempo, então, a 3-métrica h é não degenerada.

Assim, existe uma conexão a�m única, que é compatível com a métrica, como visto no

capítulo anterior, e, denotaremo-la por D sobre a variedade Σ com trosão nula. Dessa

forma, D é chamada de conexão de Levi-Civita associada a 3-métrica h que satisfaz,

de maneira análoga, a seguinte propriedade

Dh = 0 (3.8)

34



3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Da mesma forma, podemos de�nir o tensor de Riemann associado a essa conexão que

descreve o que chamamos de curvatura intrínseca da hiperfície (Σ, h). Iremos denotar

as componentes do tensor de Riemann intrínseco por (3)RK
LIJ . Observe que da mesma

forma apresentada anteriormente, (3)R é uma medida da não comutatividade entre as

derivações covariantes sucessivas, nesse caso D para 3 dimensões, donde:

∀v ∈ T (Σ), (DIDJ −DJDI)v
K = (3)RK

LIJv
L. (3.9)

o correspondente tensor Ricci será denotado por (3)RicIJ = (3)RK
IKJ e o escalar de

curvatura por (3)R = hIJ (3)RicIJ . (3)R é também chamado de curvatura Gaussiana

de (Σ, h).

Além da curvatura intrínseca, podemos considerar um outro tipo de �curvatura�

presente nas hiperfícies, àquela que um observador constata ao olhar de fora desta.

Esse tipo de curvatura está vinculada à mudança de direção do vetor normal n ao

se mover sobre Σ. Em outras palavras, o vetor normal é responsável por fazer uma

�leitura� da curvatura extrínseca da hiperfície (Fig. 3.2). De maneira mais precisa,

de�niremos o chamado Mapeamento de Weingarten como uma aplicação que associa a

cada vetor tangente a Σ a variação do vetor normal ao longo deste; essa variação sendo

provida via a conexão espaço-temporal ∇:

W : Tp(Σ) −→ Tp(Σ) (3.10)

v 7−→ ∇vn (3.11)

Essa aplicação é bem de�nida, no sentido que sua imagem está em Tp(Σ). De fato,

temos que

n .W(v) = n .∇vn =
1

2
∇v(n .n︸︷︷︸

±1

) = 0 (3.12)

O que nos mostra que W(v) ∈ Tp(Σ). Por outro lado, a propriedade fundamental do

mapeamento de Weingarten é seu caráter auto-adjunto em relação a 3-métrica h.

∀(u,v) ∈ Tp(Σ)× Tp(Σ), h(u,W(v)) = h(W(u),v) (3.13)

35



3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.2: O mapeamento de Weingarten nos mostra o quanto o vetor normal varia
ao longo de uma curva gerada por um vetor tangente a hiperfície: v 7→ ∇vn.

Com efeito, recorrendo à de�nição de W , temos

u .W(v) = u .∇vn

∇v(u .n) = (∇vu) .n+ u .∇nn, =⇒ u .∇vn = ∇v(u .n)− n .∇vu.

Substituindo a última equação obtida, na primeira, obtemos

u .W(v) = ∇v(u .n︸︷︷︸
=0

)− n .∇vu.

=⇒u .W(v) = −n .∇vu.

Temos ainda que, o tensor torção é dado por T (u,v) ≡ ∇vu − ∇uv − [u,v]. Como

estamos trabalhando com variedades livres de torção, podemos relacionar a derivação

covariante ∇uv com ∇vu. Assim, temos que ∇vu = ∇uv − [u,v]. Daí, substituindo
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

essa expressão na equação anterior, obtemos:

u .W(v) = −n . (∇uv− [u,v])

= −n .∇uv︸ ︷︷ ︸+n . [u,v]

u .W(v) = −∇u(n .v︸︷︷︸
=0

) + v .∇un︸ ︷︷ ︸
Wein.

+n . [u,v]

= v .W(u) + n . [u,v].

Precisamos mostrar que o termo n . [u,v] é identicamente nulo. Existem

maneiras alternativas como podem ser vistas em [17, 37]. Entretanto, se notarmos

que o comutador entre dois vetores é, na verdade, a derivada de Lie (vide apêndice) e,

por construção, [u,v] ∈ Tp(Σ) vemos que o comutador de dois vetores é ainda um vetor

tangente a hiperfície Σ. Com efeito, ao computarmos seu produto interno com um vetor

normal, obtemos, trivialmente, que n . [u,v] = 0, o que �naliza a demonstração.�

De�nição 3.1.2 A forma bilinear sobre o espaço tangente de Σ de�nida por

K : Tp(Σ)× Tp(Σ) −→ R (3.14)

(u, v) 7−→ −u .W(v) (3.15)

é simétrica e é chamada de segunda forma fundamental da hiperfície Σ. De�nimos K

como sendo o tensor de curvatura extrínseca de Σ.

Assim, vemos que a variação do vetor normal ao longo da hiperfície caracteriza a

curvatura extrínseca de Σ, como podemos ver ilustrado nas �guras 3.3 e 3.4

3.1.2 Hiperfícies do Tipo-Espaço e Relação de Gauss-Codazzi

A partir de agora, iremos nos concentrar em um tipo especí�co de hiperfície

Σ cuja 3-métrica é positiva-de�nida (Riemanniana), isto é, estaremos interessados no

comportamento de hiperfícies do tipo-espaço. Para isso, iremos de�nir o que chamamos

de Projetor Ortogonal que nos informará como decompor um vetor qualquer em com-

ponentes normal e tangencial a Σ, equivalentemente, uma componente do tipo-tempo
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.3: Plano Σ como uma hiperfície do espaço euclidiano R3. Observe que o vetor
normal n permanece constante ao longo de Σ; isso implica que sua curvatura extrínseca
é identicamente nula.

e componetes do tipo-espaço. Assim, para cada p ∈ Σ o espaço de todos os vetores

espaço-temporais pode ser decomposto da seguinte maneira

Tp(M) = Tp(Σ)⊕ V ec(n), (3.16)

onde Vec(n) é um subespaço unidimensional de Tp(M) gerado pelo vetor n. O projetor

ortogonal sobre Σ é o operador ~γ associado a decomposição acima de�nido por:

~γ : Tp(M) −→ Tp(Σ) (3.17)

v 7−→ v+ (n .v)n. (3.18)

Esse projetor é, na verdade, uma função que retira toda a contribuição normal

de um vetor em uma variedadeM , subtraíndo-a do vetor original. Em particular, como

uma consequência direta de n .n = −1, ~γ satisfaz

~γ(n) = 0 (3.19)

Por outro lado, ele age como um operador identidade se o vetor já é um elemento do

espaço vetorial tangente a Σ:

∀v ∈ Tp(Σ), ~γv = v. (3.20)
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.4: Cilindro Σ como uma hiperfície em R3. Observe que o vetor normal n varia
ao longo de Σ em função da variação de ϕ.

De acordo com a de�nição do projetor, temos que, sua representação em com-

ponentes em relação a um sistema local de coordenadas é da seguinte forma:

γαβ = δαβ + nαnβ. (3.21)

Devemos observar que a imersão Φ de Σ em M induz um mapeamento Tp(Σ) →

Tp(M) e o pull-back associado, mas não fornece uma aplicação de maneira reversa,

isto é, de Tp(M) para Tp(Σ) e de T ∗p (Σ) para T ∗p (M). Vemos que o projetor ortogonal,

naturalmente, promove essas aplicações reversas: da própria de�nição, temos uma

aplicação da variedade na hiperfície e podemos construir deste uma aplicação do tipo

~γ∗M : T ∗p (Σ) → T ∗p (M) da seguinte maneira:

~γ∗Mω : Tp(M) −→ R (3.22)

v 7−→ ω(~γ(v)). (3.23)

Naturalmente, podemos estender a operação ~γ∗M para qualquer forma multi-

linear. Assim, dado um campo tensorial T sobre Σ, sua derivada covariante DT em

relação a conexão de Levi-Civita (3-métrica h) pode ser expressa em termos da derivada
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Figura 3.5: Ilustração da ação do projetor sobre um vetor em uma variedade M .

covariante ∇T com relação à conexão espaço-temporal ∇, como se segue:

DT = ~γ∗∇T, (3.24)

Dado um sistema local de coordenadas, podemos representar a eq. anterior em com-

ponentes

DρT
α1...αp

β1...βq = γα1
µ1
...γαpµp γ

ν1
β1
...γ

νq
βq
γσρ∇σT

µ1...µp
ν1...νq . (3.25)

Agora, iremos derivar equações que constituem a base para o formalismo 3 + 1

da relatividade geral. Elas constituem na decomposição do tensor de Riemann do

espaço-tempo, (4)R, em termos de quantidades relativas a hiperfície do tipo-espaço Σ

e são conhecidas como equações de Gauss-Codazzi. Considere a de�nição do tensor de

Riemann associado a 3-métrica h que coincide com o projetor γ [17, 37, 38] sobre Σ.

DαDβv
γ −DβDαv

γ = Rγ
µαβv

µ (3.26)

onde v é um vetor qualquer sobre Σ. Consideremos a projeção que relaciona D-conexão

com ∇-conexão, donde

DαDβ = γµαγ
ν
βγ

γ
ρ∇µ(Dνv

ρ)

= γµαγ
ν
βγ

γ
ρ∇µ(γσν γ

ρ
λ∇σv

λ)

= γµαγ
ν
βγ

γ
ρ

[
(∇µγ

σ
ν )γρλ∇σv

λ + γσν (∇µγ
ρ
λ)∇σv

λ + γσν γ
ρ
λ∇µ∇σv

λ
]
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lembrando que o projetor é da forma, γσν = δσν + nσnν =⇒ ∇µ(γσν ) = (∇µn
σ)nν +

nσ(∇µnν). Substituindo essa decomposição na equação acima, obtemos:

DαDβ = γµαγ
ν
β γγρ︸︷︷︸ [(∇µn

σnν + nσ∇µnν)γ
ρ
λ∇σv

λ + γσν (∇µn
ρnλ + nρ︸︷︷︸∇µnλ)∇σv

λ + γσν γ
ρ
λ∇µ∇σv

λ
]

Como a projeção do vetor normal é identicamente nula, temos γγρn
ρ = 0, temos:

DαDβv
γ = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ

[
nσ∇µnνγ

ρ
λ∇σv

λ + γσν∇µn
ρ nλ∇σv

λ︸ ︷︷ ︸+γσν γ
ρ
λ∇µ∇σv

λ
]

O termo em destaque pode ser rearranjado da seguinte maneira, ∇σ(nλv
λ) = vλ∇σnλ

+ nλ∇σv
λ, como nλvλ ≡ 0 =⇒ −vλ∇σnλ = nλ∇σv

λ, donde

DαDβv
γ = γµαγ

ν
βγ

γ
ρ︸ ︷︷ ︸ (nσ∇µnνγ

ρ
λ∇σv

λ − γσν∇µn
ρvλ∇σnλ + γσν γ

ρ
λ︸︷︷︸∇µ∇σv

λ
)

= γµαγ
ν
βγ

γ
λ∇µnνn

σ∇σv
λ − γµαγνβγγργσν vλ∇µn

ρ∇σnλ + γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
ν γ

ρ
λ∇µ∇σv

λ

= γµαγ
ν
βγ

γ
λ∇µnνn

σ∇σv
λ − γµαγσβγγρvλ∇µn

ρ∇σnλ︸ ︷︷ ︸+γµαγ
σ
βγ

γ
λ∇µ∇σv

λ

Sendo, ∇µn
ρ := Kρ

µ e ∇σnλ := Kµν , obtemos

DαDβ = γµαγ
ν
βγ

γ
λ∇µnνn

σ∇σv
λ − γµαγσβγγρvλKρ

µKσλ + γµαγ
σ
βγ

γ
λ∇µ∇σv

λ

observando que γµαγ
ρ
µ = Kγ

α e γσβKσλ = Kβλ, chegamos, �nalmente em

DαDβv
γ = γγλKαβn

σ∇σv
λ −Kγ

αKβµv
µ + γραγ

σ
βγ

γ
λ∇ρ∇σv

λ. (3.27)

Quando realizamos uma permutação dos índices α e β, obtemos

DβDα = γγλKβαn
σ∇σv

λ −Kγ
βKαµv

µ + γραγ
σ
βγ

γ
λ∇σ∇ρv

λ. (3.28)

Daí,

[Dα, Dβ]vγ =
(
KαµK

γ
β −KβµK

γ
α

)
vµ + γραγ

σ
βγ

γ
λ [∇σ,∇ρ]v

λ. (3.29)
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Como, [∇σ,∇ρ]v
λ = (4)Rλ

µρσv
µ e [Dα, Dβ]vγ = (3)Rγ

µβαv
µ. Assim, concluímos que:

γµαγ
ν
βγ

γ
ργ

σ
δ

(4)Rρ
σµν = (3)Rγ

δαβ +Kγ
αKδβ −Kγ

βKαδ. (3.30)

Essa equação é conhecida como relação de Gauss.

Se contraírmos a relação de Gauss nos índices γ e α e usarmos a identidade γµαγ
α
ρ

= γµρ = δµρ + nµnρ, obtemos a seguinte relação:

γµαγ
ν
β

(4)Ricµν + γαµn
νγρβn

σ (4)Rµ
νρσ = (3)Ricαβ +KKαβ −KαµK

µ
β . (3.31)

chamamos essa equação de relação de Gauss contraída. Estamos considerando que Kµ
µ

= KI
I = K e KµνK

µν = KIJK
IJ , quando contraírmos novamente a última equação,

obtemos:

(4)R+ 2 (4)Ricµνn
µnν = (3)R+K2 −KIJK

IJ . (3.32)

Procedendo de maneira análoga [37] mas, considerando agora o comutador entre

as conexões em relação ao vetor normal [∇α,∇β]nγ = (4)Rγ
µαβn

µ, obtemos as relações

de Codazzi dadas por

γγρn
σγµαγ

ν
β

(4)Rρ
σµν = DβK

γ
α −DαK

γ
β . (3.33)

e sua versão contráida,

γµαn
ν (4)Ricµν = DαK −DµK

µ
α . (3.34)

3.2 Geometria das Folheações

Até agora, estavamos analisando o comportamento de uma única hiperfície Σ i-

mersa em uma variedade espaço-temporal (M, g). Agora iremos considerar um conjunto

contínuo de hiperfícies (Σt)t∈R que recobre a variedade como um todo M . Poderíamos

nos concentrar em um amplo espectro de classes de variedades espaço-temporais com

essa �nalidade. Entretanto, por razões físicas iremos nos restrigir aos espaços conheci-

dos como globalmente hiperbólico, que, na verdade, são os espaços de maior interesse

astrofísico e cosmológico e será sobre este alicerce que construiremos nosso formalismo
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

3 + 1 da Relatividade Geral.

Primeiramente, necessitamos de�nir, de maneira precisa, o que vem a ser um

espaço globalmente hiperbólico e o porquê de trabalharmos com tais espaços. O nome

globalmente hiperbólico reside bno fato de que obtemos equações de onda bem de�nidas

nesses espaços, isto é, a equação: ∇2 − κ ∂2/∂t2 é uma equação hiperbólica. Uma

superfície de Cauchy é uma hiperfície do tipo-espaço Σ emM tal que toda curva causal,

isto é, tipo-tempo, aberta, intersepta Σ uma única vez [37] (Fig.3.6). Essa característica

das superfícies de Cauchy é bem interessente pois, a partir dessa, garantimos que não

haja curvas fechadas no tempo e/ou que uma curva do tipo-tempo intersepte a hipefície

mais de uma vez.

Figura 3.6: Superfície de Cauchy, uma ilustração de como curvas causais poderiam
interseptá-la.

Qualquer espaço globalmente hiperbólico (M, g) pode ser foliado por uma fá-

milia de hiperfícies (Σt)t∈R. Folheação, de modo mais simples, seria o processo de

�'fatiamento� da variedade espaço-temporal, onde, em cada instante de tempo t temos

uma �fatia� de espaço �xa. A título de aplicação, esse é o procedimento, heuristica-

mente falando, para a quantização da gravitação via laços, isto é, em cada instante de

tempo temos uma geometria especí�ca e a esta geometria espacial tentamos dar uma

caracterização quântica. O processo de folheação pode ser visto na ilustração feita pela

Figura 3.7.

Assim, deve existir um campo escalar suave t̂ sobreM , regular ( possui gradiente
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Figura 3.7: Folheação do espaço-tempoM por uma família de hiperfícies do tipo-espaço
(Σt)t∈R.

não-nulo em todo espaço), de maneira que cada hiperfície seja uma �superfície� de nível

desse campo escalar:

∀t ∈ R, Σt := {p ∈M, t̂(p) = t}. (3.35)

como t̂ é regular, as hiperfícies são disjuntas, isto é, Σt ∩ Σt′ = ∅ se t 6= t′. E, ainda,

devemos ter que M =
⋃
t∈R Σt.

Se observarmos, a direção do vetor tipo-tempo normal à Σ, n, indica a direção

de evolção temporal (do presente para o futuro). E esse, deve ser, necessáriamente,

colinear com o gradiente ∇t associado com o gradiente 1-forma dt. Daí, podemos

escrever

n := −N∇t (3.36)

com

N :=
(
−∇t.∇t

)−1/2

=
(
− 〈dt,∇t〉

)−1/2

(3.37)

O sinal menos é convencionado para que o vetor n esteja orientado na direção do futuro

se o campo escalar estiver aumentando em direção ao futuro. Observe, ainda, que o

valor de N garante a unitariedade de n : g(n,n) = −1. O campo escalar N dantes

de�nido, é conhecido como função lapso e, por construção, N > 0. Podemos de�nir o

vetor evolução normal como o vetor normal à Σ do tipo-tempo comom := Nn e, como

n é um vetor unitário, a o quadrado da norma de m é m . m = −N2 e através dessa

de�nição, podemos veri�car [37, 38] que uma hiperfície Σt+δt pode ser obtida por uma
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hiperfície vizinha Σt de modo que t(p′) = t(p+ δtm) = t(p) + δt como indica a Figura

3.8 Dizemos, então, que a hiperfície (Σt) foi Lie-arrastada através do vetor normal m.

Figura 3.8: O ponto p′, obtido pelo ponto p ∈ Σt por um deslocamento δtm pertencente
a Σt+δt, isto é, a hiperfície Σt é transformada, evolui, em Σt+δt por um campo vetorial
(Arrasto de Lie �Lie dragging�) .

Por isso dizemos que este vetor faz o papel de vetor evolução. Uma consequência direta

desse arrasto de Lie é que a derivada de Lie ao longo de m de qualquer vetor em Σt é

ainda um vetor de Σt, em símbolos, temos

∀v ∈ T (Σt), Lmv ∈ T (Σt). (3.38)

De certa forma, vemos que a cinemática da �fatia� geométrica está, intimamente ligada,

à derivação de Lie, para mais detalhes [17, 37,38,47].

3.3 Decomposição 3 + 1 das Equações de Einstein

Como vimos no capítulo introdutório sobre Relatividade Geral, as equações de

Einstein, em componentes, são da seguinte forma:

(4)Ricµν −
1

2
gµν

(4)R = 8πGTµν (3.39)

De maneira geométrica, isto é, sem pensarmos em um sistema local de coordenadas,

temos:

(4)Ric− 1

2
g (4)R = 8πT (3.40)
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Agora, iremos considerar que nosso espaço-tempo (M, g), onde g obedece as equações

de Einstein3 e que este, seja globalmente hiperbólico e seja (Σt)t∈R uma folheação de

M por uma família de hiperfícies do tipo-espaço. Primeiro, devemos pensar em como

decompor em 3 + 1 o tensor energia-momento, para uma construção mais detalhada,

vide [37,38]. Devemos desenvolver uma metodologia de identi�cação das componentes

associdas ao tensor energia momento. Dessa forma, temos três maneiras distintas de

projetar o tensor T ; sua projeção completa na direção normal, tangente e mista em

relação às hiperfícies Σt. A densidade de matéria energia E é de�nida como uma medida

feita por observadores Eulerianos [37] e, corresponde, a projeção normal, isto é, E :=

T (n,n). Já a densidade de momentum como uma medida de observadores Eulerianos

sendo a decomposição mista P := −T (n, ~γ(.)), ou em componentes, Pα = −Tµνnµγνα. E

�nalmente, a projeção completa sobre a hiperfície chamado de tensor �stress� medido,

também, por observadores Eulerianos4 S := ~γ∗T ou, em componentes, Sαβ = Tµνγ
µ
αγ

ν
β

que poderia ser entendido como se tivessimos dois vetores unitários do tipo-espaço,

digamos e1 e e2, no referencial de repouso de um observador Euleriano. S(e1, e2) seria

a �força� na direção de e1 agindo sobre uma superfície unitária de vetor normal e2. Para

�car mais fácil a visualição do que estamos fazendo, podemos considerar um matriz da

seguinte forma:

(Tµν)4×4 =

 T00 := E (PJ0)1×3

(P0J)3×1

(
SIJ

)
3×3


4×4

Da mesma forma que o tensor energia-momento, podemos decompor as equações

de Einstein de três maneiras distintas:

• Projeção Completa sobre Σt, aplicando-se o projetor ~γ∗

Para fazermos isso, iremos recorrer a uma forma diferente de escrevermos as equaçõe

3Estaremos tratando as equações de Eisntein sem levar em conta a constante cosmológica. Um
tratamento que leva isso em conta pode ser encontrado em [13,16].

4Como o vetor unitário n é do tipo-tempo, ele pode ser considerado como uma 4-velocidade de
algum observador, o qual é chamado de observador Euleriano.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

de campo de Einstein que, pode ser facilmente obtida,

~γ∗ (4)Ric = 8π
(
~γ∗T − 1

2
T µµ~γ

∗g
)
. (3.41)

~γ∗ (4)Ric pode ser visto em [17, 37, 38] (combinada com a equação de Gauss contraída

[37]), ~γ∗T é por de�nição S, T µµ := SII −E5, e ~γ∗g é simplismente a 3-métrica h. Assim,

temos:

LmK = −DDN +N{Ric+KK − 2h(K,K) + 4π[(S − E)h− 2S]} (3.42)

ou, em componentes,

LmKIJ = −DIDJN +N{RicIJ +KKIJ − 2KILK
L
J + 4π[(S −E)hIJ − 2SIJ ]} (3.43)

• Projeção Completamente Perprndicular a Σt

Lembrando que g(n,n) = −1 e aplicando a equação de Einstein sobre o vetor normal

n em conjunto com a equação escalar de Gauss [37,38], temos:

Ric(n,n) +
1

2
R = 8πT(n,n). (3.44)

que em componentes possui a seguinte forma:

(3)R+K2 −KIJK
IJ = 16πE. (3.45)

Essa equação é conhecida como vínculo hamiltoniano, que será justi�cado mais

adiante.

• Projeção Mista

Finalmente, a projeção mista nos dá uma equação conhecida como vínculo do momen-

tum, que em componente possui a seguinte forma:

DJK
J
I −DIK = 8πPI (3.46)

5Por abuso de notação iremos denotar o traço de S e de T, por S e T sem índices.
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Contudo, vemos que as equações de campo de Einstein são equivalentes a um

sistema de três equações, duas das quais são, na verdade, vínculos a serem implemen-

tados.

Os sistemas obtidos nas projeções das equações de Einstein são, na realidade,

equações tensoriais. Como estamos interessados em um problema de Cauchy, ou seja,

um problema de valor inicial, necessitamos de equações diferenciais. Para tanto, deve-

mos introduzir coordenadas na variedade espaço-temporal M , de uma maneira �adap-

tada� para a folheação (Σt)t∈R. Com efeito, para cada hiperfície Σt, introduz-se um

sistema local de coordenadas {xI} = (x1, x2, x3) com a exigência de que este varie de

maneira suave entre hiperfícies adjacentes no tempo. Daí, podemos aproximar nosso

sistema de coordenadas da variedade por {xα} = (t, xI), onde xI são as coordenadas

espaciais. Denotemos por ∂α = (∂t, ∂I) a base natural de TpM . Observe que, o vetor

∂t é tangente as linhas das coordenadas espaciais que são constantes, ou seja, as curvas

de M de�nidas pelas coordenadas, como mostra a Figura 3.9

Figura 3.9: Coordenadas (xI) sobre a hiperfície Σt: cada linha xI = const. atravessa
a folheação (Σt)t∈R e de�ne o vetor tempo e o vetor desvio β.

De certa forma, o vetor tempo ∂t pode ser visto como um arraste de Lie de�nido

na seção anterior, mas, em geral, os vetores ∂t e m diferem e a medida dessa diferença

é conhecida como vetor desvio β, tangente a Σt; para detalhes da construção algébrica

de β, vide [37,38]. Assim,

∂t := m+ β, n . β = 0 (3.47)
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

Donde,

∂t = Nn+ β =⇒ nα =
( 1

N
,−β

I

N

)
(3.48)

No mesmo contexto, vemos que a métrica (campo) da variedade espaço-temporal,

pode ser decomposta e vista como a seguinte representação matricial:

(gαβ)4×4 =

 − 1
N2

βJ

N2

βI

N2 hIJ − βIβJ

N2


4×4

Donde, obtemos que o termo de medida invariante sob difeomor�smos [3, 13, 16, 37] é

dado por
√
−g = N

√
h, g := det(gαβ), h := det(hIJ). (3.49)

Fazendo-se as devidas substituições algébricas, obtemos o seguinte sistema de

equações de Einstein:

(
∂t − Lβ

)
hIJ = −2NKIJ (3.50)(

∂t − Lβ
)
KIJ = −DIDJN +N{RicIJ +KKIJ −KILK

L
J + 4π[(S − E)]hIJ − 2SIJ}

(3.51)

(3)R+K2 −KIJK
IJ = 16πE (3.52)

DJK
J
I −DIK = 8πPI (3.53)

Devemos notar que o sistema de equações acima, não contém derivação temporal

da função lapso N ou do vetor desvio β. Em outras palavras, N e β não são variáveis

dinâmicas do nosso sistema. Entretanto, isso não deveria nos surpreender tanto, pois

essas variáveis estão vinculadas à escolha de um sistema local de coordenadas (t, xI).

Por outro lado, a liberdade, no que tange a escolha de coordendas na Relatividade

Geral, implica que podemos escolher livremente essas variáveisN e β sem mudar a física

do problema. Existem algumas maneiras de se avaliar e, de escolha, do lapso e desvio,

como, por exemplo, as coordenadas Gaussianas normais ; onde se faz explicitamente β

= 0 e N = 1 como pode ser visto em [17,37]. A questão central, no uso das coordenadas

Gaussianas, reside no fato de que, chega-se à um sistema de equações que contém 6 +
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

1 + 3 = 10 equações para 6 elementos desconhecidos hIJ . Assim, temos um problema

com excesso de informação, a priori, mas através de alguns teoremas, principalmente o

Teorema de Cauchy-Kovalevskaya (veja, [37,38]), podemos garantir esse sistema como

um problema de Cauchy trátavel, onde os 4 graus de liberdade excedentes são, na

verdade, vínculos a serem implementados no sistema físico de interesse.

3.4 Formalismo Hamiltoniano (ADM) da Relatividade

Geral

Um dos caminhos que levam a quantização de um campo, �rma-se na idéia da

construção de uma ação S, isto é, um funcional linear do campo e de derivadas do

campo em relação a um parâmetro especifíco. De posse de uma ação, podemos utilizar

os princípios do cálculo variacional com a �nalidade de recuperarmos as equações de

movimento que regem a evolução do campo analisado. Assim, obtemos a lagrangiana

do sistema e por uma transformação de Legendre construímos nossa hamiltoniana.

De posse da nossa função hamiltoniana temos, tanto informação do campo e de seu

momento conjugado, e esse é o princípio para quantização canônica. Isso é verdade

tanto para a Eletrodinâmica [35], onde temos F µνFµν , quanto na gravitação, onde a

ação é conhecida como ação de Einstein-Hilbert e é da seguinte forma:

S =

∫
V

(4)R
√
−gd4x (3.54)

onde V é uma parte da variedade espaço-temporal M delimitada por duas hiperfícies

Σt1 e Σt2 (t1 < t2) da folheação (Σt)t∈R

V :=

t2⋃
t=t1

Σt (3.55)

Através do desenvolvimento do formalismo 3 + 1 e da relação
√
−g = N

√
h,

podemos reescrever nossa ação como

S =

∫
V

[
N
(

(3)R+K2 +KIJK
IJ
)
− 2LmK − 2DID

IN
]√

hd4x (3.56)
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Agora, como

LmK = m‘µ∇µK = Nnµ∇µK = N [∇µ(Knµ)−K∇µn
µ︸ ︷︷ ︸

−K

] (3.57)

= N [∇µ(Knµ) +K2] (3.58)

Donde, obtemos∫
V

[
N
(

(3)R+KIJK
IJ −K2

)
− 2N∇µ(Knµ)− 2DID

IN
]√

hd4x (3.59)

Mas, observe que∫
V
N∇µ(Knµ)

√
hd4x =

∫
V
∇µ(Knµ)

√
−gd4x =

∫
V
∂µ(
√
−gKnµ)︸ ︷︷ ︸

divergencia

d4x

Como pelo formalismo lagrangiano, exigimos termos de divergência nulos, ou seja, os

termos de superície não contribuem, vemos que o termo a seguir também pode ser visto

como divergência pura:∫
Σt

DID
IN
√
hd3x =

∫
Σt

∂I︸︷︷︸
sist.local

(
√
hDIN)d3x

Assim, a ação de Einstein-Hilbert no formalismo 3 + 1 assume a seguinte forma:

S =

∫ t2

t1

{∫
Σt

(
R+KIJK

IJ −K2
)√

hd3x
}
dt (3.60)

A ação acima, pode ser considerada como um funcional das variáveis de �con�-

guração� q = (hIJ), N, βI que descrevem completamente a métrica do espaço-tempo gαβ

e sua derivada temporal q̇ = (ḣIJ , Ṅ , β̇I): S(q, q̇). Em particular, pode-se mostrar que

a curvatura extrínseca KIJ depende funcionalmente da 3-métrica da seguinte forma:

KIJ =
1

2N

(
hILDJβ

L + hJLDIβ
L − hIJ

)
(3.61)

E da ação obtida, podemos veri�car que a densidade de lagrangiana gravitacional é da
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3. Formalismo 3 + 1 da Relatividade Geral

seguinte forma:

L(q, q̇) = N
√
h
(
R+KIJK

IJ −K2
)

(3.62)

e que o momento canonicamente conjugado, a variável dinâmica hIJ , de�nido como

ΠIJ :=
∂L
∂ḣIJ

possui a forma:

ΠIJ =
√
h
(
KhIJ −KIJ

)
(3.63)

Finalmente, a densidade de hamiltoniana é dado, por um transformação de Legendre,

por:

H = ΠIJ ḣIJ − L (3.64)

De posse do formalismo hamiltoniano da Relatividade Geral, seguindo o cami-

nho natural para uma quantização canônica, o próximo passo seria o estabelecimento

das relações de comutação envolvendo o campo hIJ e seu momento canonicamente

conjugado ΠIJ . A Gravitação Quântica via Laços consegue tratar dessa nova álgebra

exigida para a quantização do campo e, um aspecto relacionado ao espaço de Hilbert

cinemático desse modelo será o eixo temático do nosso trabalho.
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Capítulo 4

Gravitação Quântica via Laços e os

Frames

4.1 Espaços Moduli e a Não-Separabilidade

A Gravitação Quântica via Laços (GQL) é um modelo de quantização da grav-

itação einsteiniana independente de fundo. A Relatividade Geral é uma teoria de

campo intrinsicamente independente de fundo. Em outras palavras, a tentativa da

GQL é construir uma gravitação quântica em quatro dimensões e, diferentemente das

quantizações usuais (veja por exemplo [32,33], usa-se métodos não-perturbativos (para

uma construção rigorosa [48]).

O espaço quântico se mostra descrito, na GQL, em termos de uma base de

estados conhecidos como estados de conexões-spin ou, estados s-nós, nomeados por

números quânticos discretos, ou seja, existe uma bijeção entre o espaço dos estados e o

conjunto dos números naturais N. Entretanto, essa bijeção que caracteriza o conjunto

de estados como sendo separáveis, nem sempre se faz verdadeira. O problema surge

quando temos nós com alta valência, isto é, quando um número su�cientemente alto

de �links� se encontram em um ponto de interseção, os s-nós perdem a sua caracterís-

tica discreta e passam a ser descritos por uma parametrização de moduli contínua.

Esses moduli são, de certa forma, intrigantes do ponto de vista físico, pois não rep-

resentam medidas físicas ou se quer são detectados pelos operadores que representam

as grandezas observáveis bem como pelo operador que governa a dinâmica [45,47�49].
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4. Gravitação Quântica e os Frames

Contudo, eles são responsáveis por modi�car completamente a estrutura do espaço de

estados difeomor�camente-invariantes, Hdiff , sendo capaz de torná-lo não-separável.

A não-separabilidade (inexistência de uma bijeção com N) é, geralmente, en-

carada como um problema para muitos físicos em Teoria Quântica de Campos. Uma

discussão interessante sobre esse aspecto é feita no livro do Wightman [57]. Nossa

tarefa será apresentar alguns aspectos dessas estruturas de moduli, como elas surgem,

e propor um tratamento diferenciado utilizando �ltragem de sinais.

4.1.1 Grafos e os Estados Quânticos

Vimos que a relatividade geral clássica pode ser de�nida sobre uma variedade

diferenciável quadridimensional M com uma topologia do tipo Σ × R. O campo

gravitacional é, na verdade, visto como o tensor métrico g de uma variedade semi-

riemanniana M , satisfazendo as equações de Einstein. A teoria hamiltoniana corres-

pondente pode ser formulada sobre a hiperfície Σ, onde podemos falar de uma conexão

suave 1-forma que denominaremos por A sobre SU(2) [47,48] ao longo de Σ. Seja C o

espaço dessas conexões A de�nidas em toda a hiperfície. Podemos de�nir o espaço S

dos funcionais que agem em C.

Seja τi uma base �xa para a álgebra de Lie SU(2), onde tomamos τi = − ı
2
σi,

como σi sendo as matrizes de Pauli. Temos que

A(~τ) = Aia(~τ)τidx
a. (4.1)

Estaremos utilizando sempre o conceito de grafo, que possui uma imensa relevância à

GQL. Grafo, denotado por Γ é uma coleção �nita L(Γ) de subvariedades unidimension-

ais orientadas1 de Σ, denominadas de links e denotada por l, interseptando-se apenas

nos vértices, chamados de nós e denotados por n, como pode ser visto na Figura 4.1.

A valência de um nó é o número de links que chegam a n; onde denotaremos por

G o espaço de tais grafos. Os estados quânticos são limites de sequências de funções

cilíndricas [45,47,48] , convergindo para a norma que de�niremos a seguir. Uma função

1Para uma boa de�nição de hiperfíces orientadas [1, 2, 7, 8].
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4. Gravitação Quântica e os Frames

Figura 4.1: Uma conexão de spin simples com dois nós trivalentes.

cilíndrica ΨΓ,f : C → C é de�nida de modo que, dada a holonomia Ul(A) ∈ SU(2) em

relação a conexão A ao longo do link l:

Ul(A) ≡ P exp

∫
l

A, (4.2)

onde P denota uma caminho ordenado. O grafo Γ de�ne uma aplicação pΓ : C →

[SU(2)] × L(Γ); A 7−→ (Ul(A)). Fazendo-se a composição dessa aplicação com uma

função complexa f avaliada sobre [SU(2)] × L(Γ), obtemos as funções cilíndricas,

dadas por

ΨΓ,f (A) ≡ f(Ul1(A), ..., UlL(Γ)
(A)). (4.3)

Como sempre podemos escrever quaisquer duas funções cilíndricas em termos de um

mesmo grafo, isto é, podemos reescrever uma função cilíndrica avaliada no grafo Γ por

um outro grafo Γ′ que contenha Γ, podemos de�nir o produto escalar do espaço de

estados fazendo uso da medida de Haar [47,48] sobre SU(2).

〈Ψ(Γ,f) | Ψ(Γ,f ′)〉 ≡
∫
dU1...dUL(Γ)f(U1, ..., UL(Γ))f

′(U1, ..., UL(Γ)). (4.4)

O espaço de Hilbert cinemático K da GQL é de�nido como o espaço de Hilbert

completo pela norma de�nida no espaço das funçõs cilíndricas. As transformações de

calibre locais sobre SU(2) agem de maneira natural sobre esse espaço de modo que

os estados invariantes formam um subconjunto próprio de notado por K0. Natural-

mente, ao falarmos de espaços de Hilbert somos levados a imaginar a presença de uma

base ortonormal sobre K0 que é feita pelas conexões-spin [47,48]. Temos ainda que K0

possui, naturalmente, uma representação unitária sobre o grupo de difeomor�smos da
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hiperfície Σ herdada, de certa forma, da invariância sob difeomor�smos característica

da Relatividade Geral [45,47,48]. Analogamente, os estados inavriantes sob difeomor-

�smos formam um subespaço Hdiff de S ′ (S ′ é o dual de S, onde S ⊂ K0 ⊂ S ′). Esse

espaço descreve os estados quânticos difeomor�camente invariantes do campo gravita-

cional, ou seja, os estados quânticos do espaço físico.

Fazendo-se uma análise, podemos ver que duas conexões-spin S1 e S2 de�nem

estados ortogonais em Hdiff se os grafos correspondentes Γ e Γ′ pertencem a classes

de equivalência diferentes sobre transformações de difeomor�smo. Em outras palavras,

via uma trasformação suave não podemos trasformar o grafo Γ em Γ′.

〈S1 | Pdiff | S2〉 =

 0 se Γ′ 6= φ ◦ Γ∑
k〈S1 | gk | S2〉 se Γ′ = φ ◦ Γ

onde Pdiff é um operador, conjugado com um difeomor�smo, agindo nos estados quân-

ticos e φ é um difeomor�smo explicitamente em Σ. Para detalhes consulte [47�49].

O problema todo surge quando tratamos com grafos com alta valência de maneira

a afetar a estrutura deHdiff . Quando isso acontece as classes de equivalência que geram

grafos distintos, os di�-nós, formam um conjunto não-enumerável implicando na não-

separabilidade de Hdiff . Desse fato emerge os espaços de moduli cujo comportamento

estudaremos a seguir.

4.1.2 Espaços Moduli e a Estrutura de Nós

Estados quânticos do campo gravitacional são rotulados por nós com interseções

na gravitação quântica via laços. Os nós, podem ser de�nidos de duas maneiras: como

classes de equivalência em R3 sob uma deformação contínua da imagem do laço - �c-nós�;

ou como classes de equivalência sob difeomor�smos - �d-nós� Entretanto, essas duas

de�nições deixam de ser equivalentes quando existe interseções. Interseções de d-nós

são diferentes de interseções de c-nós. Diferentemente dos espaços de nós elementares, o

espaçoKd dos d-nós é não enumerável. A dimensão contínua do espaçoKd é proveniente

da estrutura diferencial da variedade, que implica no aparecimento de espaços tangentes

Tp em pontos de interseção. Os laços de�nem curvas em Tp, e os difeomor�smos
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agem de maneira linear em Tp. Portanto, equivalência sobre difeomor�smos implica

equivalência sob trasformações lineares de Tp. Para um número muito grande de links,

as transformações lineares em Tp falham em alinhar todas as curvas, porque para termos

uma trasformação linear entre esses espaços não podemos ter um conjunto com mais

parâmetros que a dimensão do espaço vetorial considerado.

Vejamos um exemplo ilustrativo. Considere um laço suave α em R3, com um

ponto de auto-interseção p ∈ R3, e assuma que α passe por p cinco vezes, de maneira

que nesse ponto tenhamos cinco vetores tangentes ~v1, ..., ~v5. Admita que três desses

cinco são linearmente independentes e denotemos por Kc[α] o c-nó ao qual α pertence.

Seja, agora, um laço β elemento do mesmo c-nó Kc[α]. O laço β também possuirá

um ponto de interseção, digamos q, e cinco vetores tangentes ~w1, ..., ~w5 em q. A�m

de que α e β estejam no mesmo d-nó, deverá existir um difeomor�smo f : R3 → R3

transformando α em β. A aplicação tangente f ∗ mapea vetores do espaço tangente em

p, Tp, ao espaço tangente em q, Tq, e deveria alinhar os vetores tangentes ~vi em ~wi.

Entretanto, f ∗ é uma aplicação linear feita entre espaços tridimensionais, dada pelo

jacobiano da matriz de f em p dependendo de 9 parâmetros. Como as direções dos

cinco vetores ~vi dependem de 10 parâmetros, vemos que não há transformação linear

que possa alinhar tais vetores nos ~wi. De modo geral, α e β não irão pertencer ao

mesmo d-nó, pois deverá existir algum parâmetro contínuo que seja função dos ângulos

dos vetores, que seja invariante sob difeomor�smos, que distingue α de β. Essa é a raiz

dos espaços moduli. Em outras palavras, vemos que nosso problema reside no fato de

termos vetores que são linearmente dependentes e faz com que o problema seja mais que

completo ou possua redundância (produzindo um aumento do conjunto). Como pode

ser visto na ilustração da Figura 4.2. Para uma descrição formal e bem interessante do

tratamento da redundância dos espaços d-nós Kd vide [49�51].

De certo modo, a existência de grafos com alta valência leva o surgimento de

parâmetros contínuos, que são invariantes sob difeomor�smos, caracterizando o surgi-

mento das estruturas dos espaços moduli. Em outras palavras, o fato de termos mais

parâmetros do que o necessário seria, desse ponto de vista, o responsável pela perda da

separabilidade de Hdiff . O que se faz a�m de recuperar a separabilidade é a extensão
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do conjunto de difeomor�smos, tal que, faz-se uma relaxação nas propriedades dantes

exigidas a�m de englobar pontos singulares. Por outro lado, devemos pensar no que

essa extensão, em nível quântico, acarretaria no limite de recuperação da Relatividade

Geral clássica. Nossa proposta para esse problema, alternativamente, é aplicarmos uma

espécie de �ltro para retirarmos os vetores redundantes que contribuem para a perda

da separabilidade.

Figura 4.2: Representação da emergência dos espaços moduli ao considerarmos um
ponto p em R3 possuindo vetores tangentes mais que necessários, isto é, nem todos são
linearmente independentes.

4.2 Teoria Elementar de Frames

Quando estamos trabalhando com espaços vetoriais somos, sempre, levados a

um conceito chave, um conjunto chamado base. De fato, através de uma base pode-

mos expandir qualquer vetor em termos de elementos mais elementares. Muitas das

di�culdades encontradas na análise de vetores mais gerais podem ser reduzidas quando

descrevemos o vetor em termos desses �blocos elementares�. Entretanto, as condições

para uma base são muito restritivas, isto é, exigimos que o conjunto desses vetores

seja linearmente independente e, de posse do produto interno, gostaríamos que fossem
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ortogonais. Desejamos, no entanto, olhar para uma ferramenta que fosse um pouco

mais �exível. Os frames [52�56] assumem esse papel. Um frame para um espaço ve-

torial, métrico, também nos permite que cada vetor do espaço seja escrito como uma

combinação linear entre os elementos do frame, mas a independência linear entre os

elementos do frame não é exigida. Em outras palavras, um frame poderia ser pensado

como uma base mais que completa, ou seja, uma base onde acrescentamos vetores mais

que o necessário.

De�nição 4.2.1 Seja E um espaço vetorial métrico de dimensão �nita m. Seja o

conjunto {ei}mi=1 ⊂ E uma base para E, as seguintes propriedades devem ser satisfeitas:

(i) E span{ei}mi=1;

(ii) {ei}mi=1 é linearmente independente, isto é, se
∑

i ciei = 0 =⇒ ci ≡ 0 ∀i.

Uma consequência imediata da de�nição de base é que, para todo ξ ∈ E possui

uma representação unívoca em termos dos elementos da base considerada, isto é, existe

coe�cientes escalares unívocos {ci}mi=1 tal que

ξ =
∑
i

ciei (4.5)

Quando nosso espaço é munido com um produto interno, desejamos que nossos ele-

mentos sejam ortonormais:

〈ei, ej〉 = δk,j (4.6)

onde δk,j é o delta de Kronecker. Temos ainda que os coe�cientes da expansão são

dados pelas projeções do elemento ξ ao longo de cada termo da base.

ξ =
∑
i

〈ξ, ei〉ei. (4.7)

Iremos introduzir agora, a de�nição de frames.

De�nição 4.2.2 Uma família enumerável de elementos {fi}i∈I em E é um frame para

E se existir constantes A, B > 0 tal que

A ‖ f ‖2≤
∑
i∈I

| 〈f, fi〉 |2≤ B ‖ f ‖2, ∀f ∈ E. (4.8)

59



4. Gravitação Quântica e os Frames

Os números A e B são chamados de limites de frame. Eles não são únicos. O limite

inferior de frame ótimo é o sup de todos os limites inferiores, analogamente, o limite

superior de frame ótimo é dado pelo inf de todos os limites superiores.

Proposição 4.2.1 Seja {fi}mi uma sequência em E. Então {fi}mi é um frame para

um espaço vetorial W : = span{fi}mi .

ondeW ⊂ E, ou seja, um subconjunto próprio de E. A demonstração dessa proposição

pode ser encontrada em [52]. Dessa proposição segue o seguinte

Corolário 4.2.1 Uma família de elementos {fi}mi=1 em E é um frame para E se e, só

se, span{fi}mi=1 = E.

o corolário acima, mostra que um frame pode conter mais elementos que o necessário

para termos uma base, pois a única exigência feita é que os elementos gerem todo o

espaço. Em particular, dado que {fi}mi=1 seja um frame para E e {gi}ni=1 uma coleção

arbitrária de vetores em E, então, {fi}mi=1

⋃
{gi}ni=1 é também um frame para E. Um

frame que não é uma base é chamado de mais que completo ou redundante.

Considere agora um espaço vetorial E, l-dimensional, equipado com um frame

{fi}mi=1, com m ≥ l, e de�na a aplicação:

T : Cm → E, T{ck}mk=1 =
m∑
k=1

ckfk (4.9)

T é chamado de operador pré-frame e seu adjunto é dado por

T ∗ : E → Cm, T ∗f = {〈f, fk〉}mk=1 (4.10)

compondo T com seu adjunto T ∗, obtemos o operador de frame, tal que

F : E → F, Ff = TT ∗f =
m∑
k=1

〈f, fk〉fk. (4.11)

Observe que em termos do operador de frame, temos

〈Ff, f〉 =
m∑
k=1

| 〈f, fk〉 |2, ∀f ∈ E (4.12)

60



4. Gravitação Quântica e os Frames

e assim, o limite de frame inferior poderia ser visto como um tipo de limite inferior

do operador de frame. Um frame {fk}mk=1 é dito ser �no se escolhermos A = B na

de�nição de frame, isto é, se

m∑
k=1

| 〈f, fk〉 |2= A || f ||2 (4.13)

note que , além da considerarmos o frame �no, estamos assumindo que estamos nos

limites ótimos dados pelo sup e inf. Devemos notar, ainda, que a condição de limite

superior B é sempre válida se considerarmos a desigualdade de Cauchy-Schwartz vide

[52�54], a determinação de um limite inferior passa ser nossa meta. Podemos mostrar

que para o caso de frames �nos um elemento f ∈ E pode ser representado da seguinte

maneira, segundo a

Proposição 4.2.2 Assuma que {fk}mk=1 seja um frame �no para E com limite de frame

A. Seja F = AI (I é o operador identidade em E), assim , temos

f =
1

A

m∑
k=1

〈f, fk〉fk, ∀f ∈ E (4.14)

Vemos que a representação acima é bem similar à representação de uma base ortnormal

com a diferença do fator 1/A. Temos ainda um importante teorema demonstrado

em [52] que diz:

Teorema 4.2.1 Seja {fk}mk=1 um frame para E com operador de frame F . Então as

seguintes propriedades são satisfeitas:

(i)) F é inversível e auto-adjunto.

(ii) Todo f ∈ E pode ser representado como

f =
m∑
k=1

〈f, F−1fk〉fk =
m∑
k=1

〈f, fk〉F−1fk (4.15)

Todo frame em um espaço de dimensão �nita2 contém uma subfamília que é

uma base. Logo, se {fk}mk=1 é um frame mas não uma base, existe uma sequência

2A extensão para espaços de dimensão in�nita é suportada por uma gama de teoremas e os espaços
de Hilbert são também factíveis do ponto de vista de frames nessa consideração.
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de elementos não nulos {dk}mk=1 tal que
∑n

k=1 dkfk = 0. Daí, segue que, para todo

elemento f ∈ E podemos escrevê-lo como

f =
m∑
k=1

〈f, F−1fk〉+
m∑
k=1

dkfk

=
m∑
k=1

(
〈f, F−1fk〉+ dk

)
fk

Isso nos mostra que f possui muitas representações como superposição de elementos

do frame. Iremos avaliar alguns exemplos, bem simples, de como usamos os frames

a�m de �eliminarmos�, de um certo ponto de vista, as redundâncias de bases mais que

completas e, ver se isso se aplicaria no caso dos grafos de alta valência. Seja {ek}2
k=1

uma base ortonormal em um espaço vetorial bidimensional V munido de um produto

interno. Seja

f1 = e1, f2 = e1 − e2, f3 = e1 + e2.

Então {fk}3
k=1 é um frame para E. Usando a de�nição de operador de frame,

Ff =
3∑

k=1

〈f, fk〉fk,

considerando nosso frame, obtemos que

Fe1 = e1 + e1 − e2 + e1 + e2 = 3e1

e

Fe2 = −(e1 − e2) + e1 + e2 = 2e2

Assim,

F−1e1 =
1

3
e1, F−1e2 =

1

2
e2

Por linearidade, o frame canonicamente dual é

{F−1fk}3
k=1 =

{1

3
e1,

1

3
e1 −

1

2
e2,

1

3
e1 +

1

2
e2

}
.
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Pelo Teorema acima, a representação de f ∈ E em termos do frame é dada por

f =
3∑

k=1

〈f, F−1fk〉fk

=
1

3
〈f, e1〉e1 + 〈f, 1

3
e1 −

1

2
e2〉(e1 − e2) + 〈f, 1

3
e1 +

1

2
e2〉(e1 + e2).

=⇒f = 〈f, e1〉e1 + 〈f, e2〉e2

O que podemos notar é que temos, inicialmente, um conjunto mais que completo

do ponto vista de base. No entanto, ao tratarmos o conjunto como um frame e aplicando

as de�nições à um conjunto maior, recuperamos a expansão de um vetor em termos,

apenas, dos elementos da base. O mais interessante é que podemos acrescentar a

uma base, um número qualquer de elementos, linearmente dependentes, que do ponto

de vista de frames, recuperamos ou, no jargão da teoria de sinais, �ltramos toda a

redundância que tornava o conjunto mais que completo. Para visualisarmos melhor isso,

vejamos um outro exemplo para o caso de um grafo de valência cinco como proposto

na seção anterior. Consideremos o um espaço vetorial tridimensional com {ek}3
k=1 uma

base e seja {ek,
∑3

k=1 αkek,
∑3

k=1 βkek} um frame, isto é, o frame é a base mais dois

vetores que são combinação linear dos elementos da base. Da condição de frame, temos:

A || f ||2 ≤
5∑

k=1

| 〈f, fk〉 |2

A || f ||2 ≤ || f ||2 +
3∑

k=1

(
| αk |2 + | βk |2

)
| 〈f, ek〉 |2

A ≤ 1 +

∑3
k=1

(
| αk |2 + | βk |2

)
| 〈f, ek〉 |2

|| f ||2
.

Podemos ver que toda a contribuição redundante esta amarrada no limite de frame,

e como esse limite não é único, poderiamos tomar os limites ótimos que nesse caso

corresponderia a tomar o inf dos valores 1+

∑3
k=1

(
| αk |2 + | βk |2

)
| 〈f, ek〉 |2

|| f ||2
, onde,

naturalmente, retiramos a informação �extra� pois nesse caso A = 1. Esse procedimento

pode ser feito para n elementos redundantes e, o mais interessante, é que recuperamos
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a partir do limite de frame apenas as informações necessárias. Assim, se considerarmos

o exemplo de um grafo com valência n qualquer em uma hiperfície tridimensional,

poderíamos olhar para os vetores tangentes a um nó como formando um frame e,

via o formalismo visto acima, �ltrar as informações que geram a estrutura de moduli

e a consequente não-separabilidade de Hdiff . Se pudermos pensar dessa forma, ao

aplicarmos uma transformação linear de um espaço tangente a outro faríamos uma

�ltragem para possibilitar que o difeomor�smo fosse feito nos vetores das conexões-

spin de alta valência.
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Capítulo 5

Conclusão e Perspectivas

A princípio, vemos que o que gera a não-separabilidade do espaço de Hilbert

Cinemático é, basicamente, a existência de grafos ou conexões-spin de alta valência. De

fato, temos vetores que são linearmente dependentes a outros vetores e isso gera uma

estrutura de moduli ao tentarmos aplicar uma transformação linear de difeomor�smo.

Vimos que pelo formalismo de frames podemos amarrar toda a informação redundante

nos limites ótimos de frame e isso seria uma espécie de �ltragem. Contudo, muito

trabalho ainda deve ser feito e um fato interessante que nos aponta a uma perspectiva

é que ao trabalharmos com frames contínuos [53,55,56] o que ganhamos são as funções

de Bohr [40,56].
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Apêndice A

Cálculo em Variedades

A.1 Variedades

As variedades diferenciáveis [1�5] são, de certa forma, um dos conceitos funda-

mentais para física e matemática. Estamos sempre trabalhando com as propriedades

dos espaços euclidianos n-dimensinais equipados com uma métrica plana positiva-

de�nida. Espaços com geometria planar possuem um papel fundamental para o desen-

volvimento e abordagem física. Entretanto, existem outros tipos de espaços, como uma

esfera ou um elipsóide, que de maneira intuitiva se mostram �curvos� ou topologica-

mente mais complicados, sobre os quais gostaríamos de realizar as mesmas operações

(diferenciação, integração, etc.). Para atacarmos esse problema os matemáticos desen-

volveram a noção de variedades, que correspondem aos espaços que podem ser curvos e

topologicamente complicados no caráter global. Entretanto, localmente se assemelham

ao Rn. Com essa característica das variedades, podemos analisar funções nesses es-

paços convertendo-as, localmente, em funções no espaço euclidiano. Interessante notar

que, o processo de análise local das variedades, ou seja, descrevê-las como funções no

Rn nos leva a idéia de parametrização. Por outro lado, a teoria é feita de modo que

a escolha das coordenadas, para nossa análise, seja irrelevante, em outras palavras,

existe uma arbitrariedade na escolha das coordenadas na teoria das variedades: todos

os sistemas de coordenadas são igualmente válidos. Para vermos como isso funciona,

consideremos a esfera unitária em R3. Podemos parametrizar a superfície S2, entre out-

ras possibilidades, por dois sistemas de coordenadas - coordenadas polares e projeção
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esteriográ�ca. As coordenadas polares θ e φ são de�nidas por

Figura A.1: Parametrização via coordenadas polares.

x = senθsenφ, y = senθ cosφ, z = cos θ (A.1)

com φ elemento do intervalo [0, 2π] e θ elemento de [0, π]. Observe que podemos

inverter as equações, donde obtemos:

θ = arctan

√
x2 + y2

z
, φ = arctan

y

x
(A.2)

Por outro lado, a projeção esteriográ�ca temos que N = (0, 0, 1) ∈ S2 seu pólo

norte. A projeção esteriográ�ca ξ : S2 → R2 para todo ponto x ∈ S2 − {N}, ξ(x) é

o ponto em que a semi-reta
−→
Nx (Os pontos da semi-reta são da forma N + t(x − N)

com t > 0) corta o plano que identi�camos como sendo o R2 assim, obtemos a seguinte

parametrização para um ponto P (x, y, z) qualquer sobre a esfera:

ξ(x) =
x

1− z
, ξ(y) =

y

1− z
(A.3)

Observe que os dois sistemas de coordenadas são correlacionados da seguinte forma

ξ(x) = cot
θ

2
cosφ, ξ(y) = cot

θ

2
senφ (A.4)

Essa arbitrariedade inerente ao processo de parametrização, ou melhor, a liberdade de
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escolha da forma com a qual iremos medir distância está em harmonia com o princípio

físico básico: um sistema físico se comporta da mesma forma quiasquer que sejam

as coordenadas que iremos usar para descrevê-lo. De fato, a escolha subjetiva das

coordenadas não pode interferir na objetividade de um fenômeno natural.

De�nição A.1.1 M é uma variedade m-dimensional se

(i) M é um espaço topológico 1;

(ii) M é munido de uma família de pares {(Ui, ϕi)};

(iii) {Ui} é uma família de conjuntos abertos que recobre todo o conjunto M , isto é,⋃
i Ui = M . φi é um homeomomor�smo de Ui em um subconjunto aberto U ′i de

Rm; e

(iv) Dados Ui e Uj tais que Ui ∩ Uj 6= ∅, o mapeamento αij = ϕi ◦ ϕ−1
j é in�nitamente

diferenciável, isto é, αij ∈ C∞.

Figura A.2: Um homeomor�smo ϕi levando Ui em um subconjunto aberto U ′i
fornecendo coordenadas a um ponto p ∈ Ui.

O par (Ui, ϕi) é chamado de uma carta ao passo que a família {(Ui, ϕi)} é

chamado um atlas. O subconjunto Ui é chamado de vizinhança coordenada e, ϕi é

1Para uma de�nição precisa sobre Espaços Topológicos [10,11].
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chamado de função coordenada ou, apenas, coordenada. O homemomor�smo ϕi é

representado por m funções {x1(p), ..., xm(p)}. O conjunto {xµ(p)} é, por abuso de

linguagem, chamado de coordenada. Um ponto p ∈ M existe independente da escolha

das coordenadas, cabe a nós rotular o ponto através de um determinado sistema de

coordenadas. Note que, os itens (i) até (iii) nos diz respeito a exigência de localidade

euclidiana, ou seja, na vizinhança imediata do ponto, o conjunto se comporta como um

espaço euclidiano via o homeomor�smo. Observe ainda que, não há exigência quanto

ao caráter global de M se assemelhar ao Rm.

Um exemplo típico desse fenômeno pode ser visto diariamente, pois aqui na

Terra vivemos como se ela não fosse globalmente curva, ela se mostra, localmente,

plana. Em outras palavras, só enxergamos uma Terra curva ao olharmos de fora dela,

ao avaliarmos sua curvatura extrínsica pois sua curvatuta intrínsica, localmente, é

desconsiderável. Se Ui e Uj se interseptam, dois sistemas de coordenadas podem ser

designados para analisar pontos em Ui ∩ Uj. O axioma (iv) garante a transição de um

sistema para outro via um mapeamento suave (C∞). O mapeamento ϕi nos fornece m

valores coordenados xµ (1 ≤ µ ≤ m) ao ponto p ∈ Ui ∩ Uj, enquanto ϕj fornece yν

(1 ≤ ν ≤ m) ao mesmo ponto e a transição de y para x, xµ = xµ(y) é obtida por m

funções de m variáveis. As funções de transformação de coordenadas xµ = xµ(y) são

dadas pelo mapeamento αij = ϕi ◦ ϕ−1
j .

A.1.1 Cálculo em Variedades

A base para uso das variedades diferenciáveis reside no fato de que, localmente,

elas se assemelham ao Rm e, portanto, as idéias usuais do cálculo desenvolvidas em

Rm podem ser utilizadas. O caráter suave das transformações de coordenadas nos

informa sobre a independência da escolha das coordenadas. A �m de alcançarmos a

física que rege a Relatividade Geral necessitamos de um conceito, fundamental, que de-

senvolveremos: Difeomor�smos. Assim como a necessidade de de�nirmos grandezas

como vetores, tensores, curvas, etc. sobre nossa variedade, nos possibilitará construir

equações diferencias regidas por esses elementos.

Considere um mapeamento de�nido por f : M → N de uma variedade m-
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dimensional M a uma variedade n-dimensional N . Um ponto p ∈ M é mapeado em

um ponto f(p) ∈ N , como mostra a �gura abaixo.

Figura A.3: Mapeamento f : M → N possuindo a representação em coordenadas ξ ◦
f ◦ ϕ−1 .

Tome uma carta (U,ϕ) sobre M e (V, ξ) sobre N , donde p ∈ M e f(p) ∈ N .

Observe que o mapeamento possui a seguinte representação em coordenadas:

ξ ◦ f ◦ ϕ−1 : Rm → Rn (A.5)

Se escrevermos, em termos das coordenadas de Rm, ϕ(p) = {xµ} e o ponto

ξ(f(p)) = {yα}, vemos que ξ ◦ f ◦ ϕ−1 é, na verdade, uma função vetorial avaliada, no

ponto considerado, da forma y2 = ξ ◦ f ◦ ϕ−1 (x) de m variáveis. Se yα = fα(xµ), é

C∞ com relação a cada xµ, logo, f é dita ser diferenciável no ponto p ou no ponto x =

ϕ(p). Mapas diferenciáveis são também chamados de suave. Observe que ao exigirmos

a diferenciabilidade (C∞), está em concordância com a suavidade da função de transição

αij. Para a uma demosntração da arbitrariedade na escolha do sistema de coordenadas

com o mapeamento veja [3�5]. Fazendo-se uso dessas considerações podemos de�nir

um conceito primordial para a Geometrodinâmica, assim temos a seguinte de�nição:

2Usaremos, às vezes, esse abuso de notação y = f(x) ou yα = fα(xµ), quando soubermos quais
coordenadas estamos usando em M e N
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De�nição A.1.2 Seja f : M → N um homeomor�smo3 e ξ and ϕ sistemas de coor-

denadas como dantes de�nido. Se ξ ◦ f ◦ ϕ−1 é inversível e tanto y = ξ ◦ f ◦ ϕ−1(x)

quanto x = ϕ ◦f−1 ◦ ξ−1(y) são C∞, f é chamado um difeomor�smo e M e dito ser

difeomorfo a N ou vice-versa, denotamos por M ≡ N .

Vemos que para o caso de variedades que são difeomorfas as dimensões devem

ser coincidentes, ou seja, dim M ≡ dim N se M ≡ N . Interessante observarmos

que os difeomor�smos geram uma classe de equivalência de maneira que seja possível

deformar um objeto em outro de maneira suave. Dois espaços que são difeomôrfos, são

considerados como sendo a mesma variedade, topologicamente falando. Existe diferen-

ça na geometria global, mas ao analisarmos, ou melhor, para observadores dentro das

variedades, que é nosso interesse físico, não conseguimos visualizar diferença. Assim,

uma esfera pode ser deformada suavemente em um cubo e observadores tanto em um

objeto (esfera) quanto no outro (cubo) irão concordar com a física descrita. Em outras

palavras, as leis da natureza são invariantes sob uma transformação de difeomor�smo4;

essa foi uma das idéias que guiou Einstein à Relatividade Geral.

Figura A.4: Representação esquemática do processo de deformação via difeomor�smo.

Agora, iremos analisar classes de mapeamentos, chamadas curvas e funções.

Uma curva aberta em uma variedade m-dimensional M é um mapeamento c : (−λ, λ)

→M , onde (−λ, λ) é um intervalo onde−λ < 0< λ. A de�nição de curva em variedades

3Homeomor�smo se difere bastante de difeomor�smo pois a exigência sobre o mapeamento é mais
fraca, isto é, exigimos apenas continuidade tanto da ida quanto da volta.

4Em algumas literaturas, menos rigorosas, a invariância sob difeomor�smos é conhecida como
invariância sob Transformações Gerais de Coordenadas.
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segue por analogia as curvas planas ou espaciais, em R2 e R3 respectivamente [2]. Sobre

uma carta (U,ϕ), uma curva c(t) possui a seguinte representação em coordenadas: x

= ϕ ◦ c : R → Rm. Uma ilustração desse mapeamento pode ser vista na Figura A.4.

Uma função f em uma variedade M é um mapeamento suave de M para a reta real,

veja a �gura A.5 para uma ilustração. Dada uma carta (U,ϕ), a representação de f

em um sistema de coordenadas, particular, é dado por f ◦ ϕ−1: Rm → R a qual é

uma função, valorada no ponto p de m variáveis, descritas por {xµ}. Denotaremos

funções diferenciáveis em M por F(M). Além dos conceitos de curvas e funções em

variedades, existem grandezas, na maioria dos casos, que possuem direção e sentido

para serem completamente caracterizadas. Para obtermos uma análise física desses

tipos de fenômenos, em espaços curvos, necessitamos de uma de�nição precisa sobre o

comportamento de campos vetorias e tensoriais sobre M .

Figura A.5: Representação esquemática de uma curva em uma variedade m-
dimensional.

Geralmente, a idéia inicial que temos de um vetor associa-se, sempre, a um

segmento de reta orientado ou, uma ��exa�, que sai da origem de um determinado

sestema de coordenadas e conecta algum ponto do espaço. Esse conceito encaixa-se

perfeitamente quando estamos lidando com espaços Euclidianos e Semi-Euclidianos

(Minskowskiano), pois o transporte paralelo de vetores pode ser executado sem nen-

huma difculdade e a presença de um sistema de coordenadas já é algo intrínseco em

espaços com comportamento planar. Com efeito, operações de diferenças de vetores,
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situados em pontos distintos, processa-se, trivialmente, via um transporte paralelo,

veja a �gura A.6. Precisamos, então, responder a pergunta: como podemos entender

e de�nir vetores e derivadas direcionais em variedades, sendo que esse conceito inicial

não faz sentido em um espaço curvo? Em variedades, um vetor será identi�cado como

sendo o vetor tangente a uma curva em M .

Figura A.6: Diferença entre vetores mediada por um transporte paralelo em R2.

Os vetores tangentes sobreM generalizam a idéia de reta tangente a uma curva,

como no caso do Cálculo de uma única variável. Para de�nirmos um vetor tangente,

precisamos de�nir uma curva c : (−λ, λ)→ M e uma função f : M → R. De�niremos

o vetor tangente no ponto c(0) como sendo a derivada direcional de uma função f(c(t))

ao longo da curva c(t) no ponto t = 0. A taxa de variação da função f(c(t)) avaliada

no ponto t = 0 ao longo da curva é dado por:

df(c(t))

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(A.6)

Em termos de um sistema de coordenadas local, obtemos

∂f

∂xµ
dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(A.7)

A derivada
∂f

∂xµ
signi�ca, precisamente,

∂(f ◦ ϕ−1(x))

∂xµ
.

Em outras palavras,
df(c(t))

dt
no ponto t = 0 é obtido pela aplicação do operador
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Figura A.7: Uma função f : M → R em sua representação em coordenadas.

diferencial X em f , onde

X = Xµ

(
∂

∂xµ

)
,

(
Xµ =

dxµ(c(t))

dt

∣∣∣∣∣
t=0

)
(A.8)

Isto é,
df(c(t))

dt

∣∣∣∣∣
t=0

= Xµ

(
∂f

∂xµ

)
≡ X ◦ f ≡ X[f ] (A.9)

Note que, a última igualdade de�ne a aplicação de X, isto é, X ◦ f . De�niremos,

agora, X = Xµ∂/∂xµ como sendo o vetor5 tangente a M no ponto p = c(0) ao longo

da direção dada pela curva c(t).

Observe que, passando pelo mesmo ponto p ∈ M existem uma in�nidade de

curvas que nos fornecem vetores tangentes, via a derivada direcional à curva, em di-

reções distintas, de modo que, podemos pensar em um conjunto, ou ainda, um espaço

vetorial responsável por conter, em cada ponto p ∈ M , esses vetores tangentes. De

fato, todos os vetores tangentes ao ponto p formam um espaço vetorial [3, 13�15] que

chamamos de espaço tangente a M no ponto p, denotado por TpM . Naturalmente,

para desenvolvermos a álgebra associada a esses espaços, necessitaremos dos conceitos

fundamentais de base. Usaremos a notação, geralmente empregada nos livros sobre

5Em algumas literaturas 6, mais precisas, a de�nição é feita como operador de vetor tangente, pois
ele sempre age em alguma função teste nesse caso nas funções que parametrizam a curva.
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Figura A.8: Uma curva c e uma função f de�nem um vetor tangente ao longo dessa
em termos da derivada direcional.

Relatividade Geral [13, 16�19], para nos referirmos aos vetores que formam uma base

para TpM . Consideraremos, então, os vetores eµ = ∂/∂xµ (1 ≤ µ ≤ m) como sendo

a base para TpM . A base {eµ} é conhecida como base coordenada, de maneira

que, dado um vetor V ∈ TpM podemos descrevê-lo como V = V µeµ, os números V µ

7 são chamados as componentes do vetor V em relação a base coordenada eµ. Por

construção, podemos notar que o vetor X existe independente da especi�cação das co-

ordenadas locais que iremos usar para descrevê-lo. Contudo, essa arbitrariedade, sobre

a escolha do sistema de coordenadas, que é intrínseca aos vetores nos leva a ideia sobre

propriedades de transformações das componentes do vetor, em linguagem mais precisa,

ideia de transformações lineares8 para mudança de base. Assim, seja p ∈ Ui ∩ Uj e

consideremos as aplicações x = ϕi(p), y = ϕj(p). Podemos expressar um vetors X ∈

TpM de duas formas distintas,

X = Xµ ∂

∂xµ
e X = X̃µ ∂

∂yµ
(A.10)

7Convencionaremos o uso de índice sobrescrito como referindo-se sempre a componetes de vetores
e índice subescrito para funcionais lineares (1− forma) que veremos adiante.

8Não podemos confundir as transformações de mudança de base que ocorrem localmente, isto
é, sobre o mesmo ponto da variedade que são lineares, com as mudanças gerais de coordenadas
(Difeomor�smos).
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Como o vetor X, independe da escolha das coordenadas isso nos mostra que as com-

ponetes Xµ e X̃µ são relacionadas pela seguinte transformação

X̃µ = Xν ∂y
µ

∂xν
pois

∂

∂xν
=
∂yµ

∂xν
∂

∂yµ
. (A.11)

Note que as componentes dos vetores se transformam de modo a cumprir a exigência

de invariância do vetor sob uma escolha de sistema de coordenadas para analisá-lo.

Nota A.1.1 Adiantamos que a base para descrevermos o espaço tangente TpM não

precisa ser, necessariamente, {eµ}. Veremos que as bases, ou descrições chamadas de

vierbein9 ou dreibein serão largamente usadas na aproximação Hamiltoniana advinda

dos processos de folheação do espaço-tempo.

No intuito de podermos trabalhar com esses vetores de forma a termos como

mensurar valores escalares, ou seja, tirarmos informações desses vetores, tal que, pos-

samos associá-las a um número. Vamos introduzir o conceito de espaço dual [2�4,7]onde

iremos conseguir, através de seus elementos, fazer operações com vetores e obter um es-

calar. De fato, como o espaço TpM é um espaço vetorial, existe um espaço dual a TpM

dos Funcionais Lineares, denotado por T ∗pM , de modo que, sua atuação nos elementos

de TpM produz um escalar. Um elemento ω : TpM → R é também chamado de vetor

dualou, no contexto de formas diferenciais [1, 3, 4, 12], uma 1-forma. Um exemplo

simples de uma 1 − forma é o diferencial df de uma função f ∈ F(M). Lembremos

que a ação de um vetor V sobre uma função f é V ◦ f = V µ∂f/∂xµ ∈ R. De�niremos

a ação de df ∈ T ∗pM sobre V ∈ TpM como se segue

〈df, V 〉 ≡ V ◦ f = V µ ∂f

∂xµ
∈ R (A.12)

Observe que podemos expressar nosso diferencial df em termos de coordenadas,

mesmo estando alicerçados na arbitrariedade das coordenadas, como físicos sempre

precisamos medir, então, é de suma importância sua representação em coordenadas.

Tome uma carta (U,ϕ) onde p ∈ U ⊂ M e xµ ∈ Rm, tal que, x = ϕ(p) como df

= (∂f/∂xµ)dxµ, naturalmente, iremos considerar {dxµ} como sendo uma base para o

9Vierbein, palavra alemã que signi�caria, ao pé da letra, quatro pernas e dreibein, três pernas.
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espaço dual T ∗pM . Temos ainda que, essa é uma base dual desde que tenhamos

〈dxµ, eµ〉 =
∂xν

∂xµ
= δνµ. (A.13)

Com efeito, uma 1− forma qualquer ω pode ser escrita como

ω = ωµdx
µ (A.14)

Onde os termos ωµ são as componetes do funcional ω. Tome um vetor V = V µeµ e

considere, ainda, uma 1− forma ω = ωµdx
µ. O produto interno 〈, 〉 : T ∗pM × TpM →

R é de�nido por

〈ω, V 〉 = 〈ωµdxµ, V µeµ〉 = ωµV
µ〈dxµ, eµ〉 = ωµV

µδµν = ωµV
µ. (A.15)

Nota A.1.2 Observe que na de�nição de produto interno, acima, estamos lhe dando

com dois objetos ligeiramente diferentes. O produto interno deve ser feito por um ele-

mento do espaço dos Funcionais Lineares com um elemento do espaço vetorial tangente

TpM . Na próxima seção, de�niremos o conceito de métrica que nos permitirá conectar

esses espaços, a priori, não relacionados.

Assim como na Relatividade Especial, necessitamos de elementos maiores que

vetores para comportar alguns tipos de objetos físicos, tais como, Energia-Momentum,

o Tensor Eletromagnético F µν = ∂µA
ν − ∂νAµ, etc. Tais objetos são generalizações de

vetores, sob uma determinada transformação, denominados Campos Tensoriais. Um

tensor do tipo (q, r) é um objeto multilinear que mapeia q elementos do espaço dual

T ∗pM e r elementos do espaço tangente TpM a um número real. Iremos denotar o

conjunto dos tensores do tipo (q, r) no ponto p ∈ M por T qr,p(M). Um elemento de

T qr,p(M) é escrito em termos de uma base coordenada da seguinte forma:

T = T µ1...µq
ν1...νr

eµ1 ⊗ ...⊗ eµq ⊗ dxν1 ⊗ ...⊗ dxνr (A.16)

Devemos ter em mente que tanto, vetores, tensores, etc., são quantidades matemáti-

cas que representam grandezas físicas. No entanto, vemos que, por construção, tais
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quantidades existem independentes da escolha das coordenadas, ou seja, os vetores e

tensores são invariantes sob transformações de coordenadas, porém, suas componentes

podem não o ser. A de�nição, física, dessas quantidades requer a presença de uma

transformação, assim, quando dizemos que uma dada quantidade é um vetor ou um

escalar devemos especi�car em relação a que transformação: rotação, Lorentz, Difeo-

mor�smos, etc. Um exemplo interessante sobre esse aspecto, reside no fato do tensor de

Christo�el se transforma sob difeomor�smos como um verdadeiro tensor, entretanto,

suas componentes, conhecidas como símbolos de Christo�el, não se transformam como

um tensor, mas a de�nição formal, do tensor, em si, é feita de forma que ele se trans-

forme como tensor. Assim, a de�nição das componentes de um tensor qualquer do tipo

(q, r) é feita ao consideramos a aplicação deste em uma base desejada, como se segue.

Considere uma base para T qr,p(M) formada pelos elementos do espaço dual e tangente

{eµ1 , ..., eµq , dx
ν1 , ..., dxνr}, as componentes de um tensor T ∈ T qr,p(M) é dada por

T µ1...µq
ν1...νr

= T µ1...µq
ν1...ννr

(
eµ1 ⊗ ...⊗ eµq ⊗ dxν1 ⊗ ...⊗ dxνr

)(
eα1 ⊗ ...⊗ eαr ⊗ dxβ1 ⊗ ...⊗ dxβq

)
(A.17)

A ação do tensor sobre qualquer vetor ou vetor dual, é mediada pelo produto interno

de�nido anteriormente, de forma que,

(
dxν1 ⊗ ...⊗ dxνr

)(
eα1 ⊗ ...⊗ eαr

)
≡ 〈dxν1 , eα1〉 ⊗ ...⊗ 〈dxνr , eαr〉 ⇒ δν1

α1
...δνrαr . (A.18)

Obviamente essa de�nição nos leva a uma construção linear de

⊗qT ∗pM ⊗r TpM =⇒ R (A.19)

Assim, como um exemplo de aplicação, considere Vi = V µ
i eµ (1 ≤ i ≤ r) e uma forma ωi

= ωiµdx
µ (1 ≤ i ≤ q). A ação de um tensor T sobre eles nos leva a um valor numérico

da seguinte maneira

T (ω1, ..., ωq;V1, ..., Vr) = T µ1...µq
ν1...νr

ω1µ1 ...ωqµqV
ν1

1 ...V νr
r . (A.20)
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Vimos que a presença do espaço tangente é algo de suma importância para po-

dermos tratar do cálculo em variedades. Nesse contexto, vemos que podemos de�nir

mapeamentos que podem nos levar a outra variedades ou, até mesmo, sair de um espaço

vetorial tangente TpM e ser mapeado em um número ou na reta real. Naturalmente,

poderíamos nos perguntar se as propriedades de curvas e seus respectivos vetores tan-

gentes, bem como sua decomposição em coordenadas, teriam como ser de certa forma

mantidas nos espaços imagens. Em outras palavras, haveria alguma maneira, precisa,

de �induzir�, nos mapeamentos das vairedades, espaços tangentes imagens sobre os pon-

tos imagiados, por exemplo, por um função in�nitamente diferenciável, isto é, f ∈ C∞?

Veremos que isso é possível via o que denominaremos de mapas induzidos e pullback.

Vejamos uma �gura ilustrativa sobre o proposto.

Figura A.9: Um mapeamento f : M → N induz um mapeamento diferencial f∗ : TpM
→ Tf(p)N .

Um mapeamento suave f : M → N induz, naturalmente, um mapeamento f∗
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chamado de mapeamento diferencial, como visto na �gura acima, e é de�nido por

f∗ : TpM → Tf(p)N. (A.21)

Para obtermos uma forma explícita para f∗ devemos recorrer a de�nição de vetor

tangente, caractrerizado pela derivada direcional, ao longo da curva. Se g ∈ F(N),

temos que g ◦f ∈ F(M). Considere um vetor V ∈ TpM agindo sobre a função de�nida

pela composição g ◦ f levando a um número real V ◦ (g ◦ f). De�na f∗V ∈ Tf(p)N como

(f∗V ) ◦ V ≡ V ◦ (g ◦ f) (A.22)

Agora, tomemos uma carta (U,ϕ) sobre a variedade M e (Q, ξ) sobre N ,

(f∗V ) ◦ (g ◦ ξ(y)) ≡ V ◦ (g ◦ f ◦ ϕ−1(x)) (A.23)

onde estamos considerando x = ϕ(p) e y = ξ(f(p)). Seja V = V µeµ e f∗V = Wαeα.

Portanto, pela de�nição acima, temos:

Wα ∂

∂yα
[g ◦ ξ−1(y)] = V µ ∂

∂xµ
[g ◦ f ◦ ϕ−1(x)].

Observe que, se tomarmos um caso particular, onde g = yα, obtemos uma relação entre

as componentes dos vetores Wα e V µ,

Wα = V µ∂y
α

∂xµ
(x). (A.24)

Vemos, então, que a matriz que relacionada a mudança de coordenadas para o vetor na

respectiva aplicação entre variedades, a priori disitintas, nada mais é que o Jacobiano

da aplicação f : M → N . O mapeamento f∗ é estendendido, de forma natural, para

tensores do tipo (q, 0), f∗: T q0,p(M)→ T q0,f(p)(N). Consideremos um exemplo ilustrativo

sobre essas aplicações. Seja (x1, x2) e (y1, y2, y3) coordenadas para as variedadesM eN ,

respectivamente, tome V = ae1 + be2 sendo o vetor tangente no ponto p caracterizado

pelas coordenadas (x1, x2). Considere f : M → N uma aplicação cuja representação
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em coordenadas seja y = (x1, x2,
√

1− (x1)2 − (x2)2). Assim,

f∗V = V µ∂y
α

∂xµ
eα = ae1 + be2 −

(
a
y1

y3
+
y2

y3

)
e3. (A.25)

Assim, como uma aplicação f : → N entre duas variedades induz um mapea-

mento entre os elementos dos respectivos espaços tangentes, é natural, imaginarmos

que essa aplicação induziria um mapeamento entre os espaços duais associados as var-

iedades no ponto a ser valorado a aplicação. Com efeito, o mapeamento de�nido como

f ∗ : T ∗pN → T ∗f(p)M (A.26)

Observe que f∗ vai na mesma direção que a aplicação f , entretanto, f∗ vai em direção

contrária, ou seja, ele é induzido de forma que sua imagem pertença ao espaço dual

do TpM por isso o denominaremos pullback. A vantagem de de�nirmos o pullback está

intimamente ligada a necessidade de termos como calcular o produto interno, dantes

de�nido. Podemos, então, avaliar objetos, a priori em espaços distintos, através da

de�nição de pullback. Levando elementos do espaço dual T ∗pN de volta a variedadeM ,

para podermos contraí-los com uma determinada quantidade vetorial. Assim, conside-

remos um vetor V ∈ TpM e ω ∈ Tf(p)N , o pullback de ω mediado pelo mapeamento f ∗

é de�nido por

〈f ∗, V 〉 = 〈ω, f∗V 〉 (A.27)

Um esboço do que é feito através do pullback pode ser visto na �gura abaixo.

Observe que até agora, ao trabalharmos com as propriedades do cálculo em va-

riedades só nos atemos ao processo de avaliação de funções, vetores, funcionais lineares

e tensores em um dado ponto. No entanto, gostaríamos de avaliar grandezas vetoriais

que se situam em pontos distintos de uma variedade ou, até mesmo, pensar na evolução

de um determinado vetor tangente. Devemos, então, buscar por uma ferramenta que

nos propicie compreender o comportamento deste com respeito a mudança de dire-

cionamento da curva. A�m de obtermos informações de vetores em pontos distintos

temos duas opções, inserir uma conexão (que veremos na próxima seção) ou fazer uso

81



Apêndice A: Variedades Diferenciáveis.

Figura A.10: Processo de mapeamento induzido e seu respectivo pullback.

do que chamamos de �uxo e a respectiva derivada de Lie10. Um campo vetorial sobre

a variedade M é obtido, tomando-se um vetor tangente v|p em cada ponto p ∈ M . Na

maioria das vezes iremos considerar apenas uma vizinhança de algum ponto, ao invés

da variedade inteira. Uma outra maneira de visualizarmos um campo vetorial é ima-

ginar que nossa variedade é preenchida por curvas, não-interceptantes, parametrizadas

através dos pontos da variedade; veja a �gura abaixo.

Seja X um vetor em M . Uma curva11 de�nida pelo vetor X, isto é, as linhas de

�uxo geradas pelo vetor X é dada pelo vetor tangente de c(t) em cada ponto x(t), ou

seja, X|x. Tome uma carta (U,ϕ), obtemos então que

dxµ

dt
= Xµ|p=x(t) (A.28)

Agora que introduzimos o conceito de �uxo, iremos precisar avaliar diferença de ve-

10A derivada de Lie será muito empregada quando �zermos a decomposição das Equações de Einstein
em 3 + 1 na aproximação hamiltoniana.

11Estaremos considerando em nossos cálculos curvas regulares [2, 4, 7], isto é, em cada ponto da

curva exigimos que
dc(t)

dt
6= 0.

82



Apêndice A: Variedades Diferenciáveis.

Figura A.11: Um campo vetorial v tangente a curvas, que são as linhas de �uxo do
vetor v. Em cada ponto p, o vetor v(p) é elemento do espaço tangente TpM .

tores que se situam em pontos distintos de uma curva gerada pela linha de �uxo de

um determinado vetor tangente. Para isso iremos fazer uso da derivada de Lie. Antes

de introduzirmos uma de�nição a respeito dessa maneira de computar diferenças, de-

vemos de�nir o comutador entre dois vetores e algumas proposições a respeito.Uma

abordagem alternativa é dada em [3], onde se leva em conta a consideração que o �uxo

pode ser visto como um gerador de trasformações de um grupo de um parâmetro. Ire-

mos apresentar as propriedades da derivada de Lie e suas implicações de uma maneira

axiomática, seguindo [16]. Com efeito, vimos que um campo vetorial v pode ser con-

siderado como um operador diferencial agindo em funções como v : f 7−→ v ◦ f .

Naturalmente, poderíamos considerar o comutador entre dois desses tais operadores,

[u,v] ◦ f ≡ u ◦ (v ◦ f)− v ◦ (u ◦ f). (A.29)

Isso nos leva a um resultado que é novamente uma derivação, isto é, um operador

diferencial de primeira ordem agindo sobre funções, mesmo, a priori, parecendo que

[u,v] ◦ f involve derivadas de segunda oredem sobre f . Contudo, a operação [u,v] ◦ f

é equivalente a algum campo vetrorial agindo em f . Esse vetor denotado por [u,v] é

chamado o comutador entre u e v. Segue, então, as proposições sobre o comutador.

Proposição A.1.1 (a) Segue da de�nição do comutador que ele satisfaz as pro-
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priedades de linearidade e a regra de Leibnitz12. Por essa razão, [u, v] é um

campo vetorial.

(b) As componentes cα do comutador [u, v] em termos das componentes uα e uβ em

um sistema local de coordenadas dado pela base {eα}, são dadas pela expressão

([u, v])β ≡ cβ = uα
∂vβ

∂xα
− vα∂u

β

∂xα
. (A.30)

(c) Se eα ≡
∂

∂xα
forem as coordenadas dos vetores da base de�nidadas por uma carta

(U,ϕ) levando a um sistema de coordendas {xα}, então [eα, eβ] = 0.

Demonstração (a) As propriedades de linearidade são óbvias; a regra não

trivial é a de Leibnitz. Para veri�carmos a regra de Leibnitz, calculemos [u,v] ◦ (fg),

onde iremos considerar f e g sendo C∞:

[u,v] ◦ (fg) = u ◦ (gv ◦ f + fv ◦ g)− v ◦ (gu ◦ f + fu ◦ g)

= gu ◦ (v ◦ f) + fu ◦ (v ◦ g)− gv ◦ (u ◦ f)− fv ◦ (u ◦ g) + (u ◦ g)(v ◦ f)

− (u ◦ f)(v ◦ g)− (v ◦ g)(u ◦ f)− (v ◦ f)(u ◦ g)

= ([u,v] ◦ f)g + f [u,v] ◦ g.

(b) De maneira direta podemos usar a representação em bases coordenadas eα

12A regra de Leibnitz em relação a campos vetoriais é dada por v ◦ (fg) = (v ◦ f)g + fv ◦ g.
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donde obtemos:

[u,v] =
∑
α,β

(uα∂α)(vβ∂β)−
∑
α,β

(vα∂α)(uβ∂β)

=
∑
α,β

uαvβeαeβ +
∑
α,β

(
uα
∂vβ

∂xα

)
eβ

−
∑
α,β

vαuβ∂α∂β −
∑
α,β

(
vα
∂uβ

∂xα

)
eβ

=
∑
α,β

(
uα
∂vβ

∂xα
− vα∂u

β

∂xα

)
eβ ≡

∑
β

cβeβ.

Isso nos mostra que [u,v] é, de fato, um operador diferencial de primeira ordem, e

também nos fornece uma expressão para suas componentes cβ = uα
∂vβ

∂xα
− vα∂u

β

∂xα
.

(c) Para funções suaves (C∞) f(x1, ..., xn), temos que

∂

∂xα
∂

∂xβ
f =

∂

∂xβ
∂

∂xα
f

De acordo com um teorema muito bem conhecido no cálculo de várias variáveis [7, 9].

Portanto, concluímos que as bases coordenadas eα comutam entre si. �

Agora que já de�nimos como o comutador entre dois vetores age em funções,

iremos introduzir de maneira axiomática, isto é, iremos assumir algumas propriedades

desejáveis para essa operação. Lembremos que um campo vetorial v age como uma

derivada direcional sobre funções escalares. A derivada de Lie Lv com respeito a um

campo vetorial v é uma operação diferencial muito importante e pode ser aplicada

tanto em escalares como tensores. Depois iremos dar uma interpretação geométrica

para Lv.

Gostaríamos que Lv agisse da maneira usual que as derivadas direcionais agem

sobre funções escalares f ,

Lvf = v ◦ f (A.31)

Além disso, Lv deveria possuir as seguintes propriedades, linearidade e Leibnitz, porém,
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de maneira que seja aplicável a tensores arbitrários A, B:

Lv(A+B) = Lv(A) + Lv(B), (A.32)

Lv(A⊗B) = Lv(A)⊗B + A⊗ Lv(B), (A.33)

Lv(A ◦B) = Lv(A) ◦B + A ◦ Lv(B), (A.34)

Onde A⊗B é o produto tensorial13 e A ◦B quaisquer pares de tensores A e B. Como

veremos mais adiante, essas propriedades de�nirão de maneira única a ação de Lv
sobre qualquer tensor. Consideremos f como uma função escalar e u, v sendo vetores,

esperamos que

Lv(u ◦ f) = [Lv(u)] ◦ f + u ◦ Lv(f)

Usando a prorpiedade dada pela Eq.(A.35), podemos reescrer a equação acima como

v ◦ (u ◦ f) = [Lv] ◦ f + u ◦ (v ◦ f)

Assim, obtemos

[Lv(u)] ◦ f = v ◦ (u ◦ f)− u ◦ (v ◦ f) = [v,u] ◦ f.

Em outras palavras, a derivada de Lie Lv de um campo vetorial u é, em prática, nada

mais que o comutador entre os vetores v e u,

Lvu = [v,u] = −Luv.

Em termos da notação de índices, obtemos para um determinado sistema local de

coordenadas, as componentes da derivada de Lie como

(Lvu)α =
∑

vβ
∂uα

∂xβ
− uβ ∂v

α

∂xβ
. (A.35)

É importante observarmos que a derivada de Lie Lvu possui uma dependência

nas derivadas do veotor que gera o �uxo, sobre o qual, executamos a diferença entre

13Para uma de�nição precisa sobre produtos tensoriais vide [4, 12,22].

86



Apêndice A: Variedades Diferenciáveis.

vetores. Poderíamos dizer que, do ponto de vista matemático, a derivada de Lie não

é local, ou seja, ela se aplica dentro de um comprimento característico e não depende

exclusivamente do ponto mas, do ponto e de uma vizinhança imediata. Em particular,

se u, v são campos vetoriais e ξ é uma função escalar temos

Lξvu = ξLvu− (u ◦ ξ)v.

Para mostrarmos essa propriedade, devemos usar o fato da antisimetria do comutador

junto com a regra de Leibnitz para Lv:

Lξvu = [ξv,u] = −[u, ξv] = −Lu(ξv)

= −Lu(ξ)v− ξLu(v)

= −(u ◦ ξ)v+ ξLvu

Finalmente, iremos agora entender como se processa a derivação de Lie para um

caso mais geral de tensores e formas e concluiremos com uma interpretação geométrica

sobre o que a derivada de Lie realmente faz. Considere, agora, uma 1− forma ω e um

campo vetorial u. Baseados no último axioma sobre a derivada de Lie, temos que

Lv(ω ◦ u) = Lv(ω) ◦ u+ ω ◦ Lv(u).

Por outro lado, ω ◦ u é uma função escalar, assim pela Eq.(A.35) obtemos

Lv(ω ◦ u) = v ◦ (ω ◦ u).

Daí, a derivada de Lie de uma 1−forma ω em relação a um campo veotial v é também

uma 1− forma Lvω que age em um vetor arbitrário u da seguinte maneira

(Lvω) ◦ u = v ◦ (ω ◦ u)− ω ◦ [v,u].

Para um determinado sistema local de coordenadas, obtemos a seguinte notação em
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índices, lembrando que, ◦, é uma alusão ao produto interno entre formas e vetores,

temos

v ◦ (ω ◦ u) = v ◦ (ωαu
ν〈dxα, eν〉) = vβ∂β(ωαu

α).

= vβ∂βωαu
α + vβωα∂βu

α.

Por outro lado, temos

ω ◦ [v,u] = 〈ωµdxµ, (vβ∂βuα − uβ∂βvα)eα〉

= ωαv
β∂βu

α − ωαuβ∂βvα.

Com efeito, obtemos, em notação de componentes, sendo que (Lvω)◦u = (Lvω)µu
αδαµ :

(Lvω)µ = vβ∂βωµ + ωµ∂βv
β. (A.36)

A ação da derivada de Lie sobre tensores arbitrários pode ser obtida de maneira

análoga, utilizando-se dos axiomas e as decomposições em sistemas de coordenadas.

Como um exemplo, consideremos T sendo uma forma bilinear com valores vetoriais,

isto é, T é um tensor misto do tipo (1, 2), ou ainda, T (u,v) é um vetor. Percebemos,

então, que a notação em índices para esse tensor poderia ser T λαβ. Portanto, a derivada

de Lie [LwT ](u,v) é de�nida como

[LwT ](u,v) = [w, T (u,v)]− T ([w,u],v)− T (u, [w,v]).

Em notação de índice, temos

(LvT )λαβ = vµ∂µT
λ
αβ + T λαµ∂βv

µ + T λµβ∂αv
µ − T µαβ∂µv

λ.

A derivada de Lie possui propriedades especiais quando lhe damos com vetores

que constituem as bases coordenadas locais que podem ser expressas pela seguinte

proposição

Proposição A.1.2 Seja {xµ} coordenadas locais de uma determinada variedade e con-
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sideremos a base padrão {∂/∂xµ} ≡ {eµ} e {dxµ} no espaço tangente e cotangente,

respectivamente. Temos

(a) A derivada de Lie das bases coordenadas em relação a outro elemento da base ou

de uma 1− forma são identicamente nulas.

Leµ(eν) = 0, Leµ(dxν) = 0.

(b) Um tensor de rank abrbitrário (m,n) descrito por um sistema local de coordenadas

possui a seguinte decomposição em componentes. Considere, em particular, um

tensor T do tipo (1, 2) representado por Tαβγ, escrito por

T =
∑
α,β,γ

Tαβγ
∂

∂xα
⊗ dxβ ⊗ dxγ.

Se for conhecido que Lex1T = 0, signi�ca que as componentes Tαβγ são independentes

da coordenada x1.

A demonstração dessa proposição é bem direta e pode ser encontrada em [16].

Para podermos ver de maneira geométrica o funcionamento de uma derivada de

Lie, iremos considerar dois �uxos distintos que usaremos a notação σ(s, x) e τ(t, x),

onde s e t são os respectivos parâmetros da curva. Podemos ver que a derivada de Lie

mede a diferença de um vetor em um ponto da curva com um vetor transportado ao

longo da curva σ(s, x) como mostra a �gura abaixo.

De maneira geométrica podemos ver que o comutador associado à derivada de

Lie nos mostra a não comutatividade entre os �uxos gerados pelos vetores considerados.

Seja σ(s, x) e τ(t, x) dois �uxos gerados por campos vetoriais X e Y . Se movermos um

deles por um parâmetro in�nitesimal ε ao longo do �uxo σ, depois por δ ao longo de

τ , assim a diferença entre as coordenadas desses dois pontos é proporcional à derivada

de Lie. Podemos imaginar que os pontos da vizinhança ao redor do ponto inicial é

transportada através das linhas de �uxo desejado a um ponto nas proximidades; vemos

que essa vizinhança é, de certa forma, deformada ao longo do transporte. Vejamos a

�gura A.13.
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Figura A.12: Para compararmos um vetor Y |x com um vetor, sob a mesma curva,
Y |σε(x), o último deve ser transportado de volta ao ponto x pelo mapeamento (σ−ε)∗.

Figura A.13: A derivada de Lie [X,Y] nos fornece informação sobre a quantidade que
falta para fecharmos o paralelogramo.
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